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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

τό παρόν Τευχος 2 συμπληρo~ τήν εκδoσ~ν ε~ς τήν Έλλην~κήν 

του ύπό τόν τίτλον "Mathematical Methods for Science Students" έ-

π~τόμoυ συγγράμματος του Kα~ηγητoυ G. Stephenson του 

College. 

Imperial 

Ή κατόπ~ν άνακατατάξεως των 27 κεφαλαLων του άγγλ~κoυ κε~-

μένου εκδoσ~ς τούτου ε~ς δύο Τεύχη άπoβλέπε~ ε~ς τήν πλήρωσ~ν 

τρεχουσων δ~δακτ~κων άναγκων ε~ς Άνώτατα Έκπα~δευτ~κά 'Ιδρύμα­

τα, όπου ε~ς εν πρωτον έτήσ~oν μά~ημα Γεν~κων Mα~ηματ~κων δ~δά 

σκoντα~, κατά τό μαλλον η ~ττoν, τά περ~εxόμενα του Τεύχους 1 

E~ς τό άνά xε~ρας Τευχος 2 έξετάζoντα~ πλέον προκεχωρημένα,άλλ ' 

ούδόλως όλ~γώτερoν xρήσ~μα, ~έματα : Δ~αφoρ~καί Έξ~σώσε~ς (Συν­

ή~ε~ς xaL μέ Mερ~κάς Παραγώγους), Μετασχηματ~σμΟL Laplace, Σε~­

ραί Fourier, Έπ~καμπύλ~α 'ολοκληρώματα xaL στo~xε~α Λoγ~σμoυ των 

Μεταβολων, Δ~αφoρoεξ~σώσεων xaL 'oλoκληρωτ~κων Έξ~σώσεων. Περ~­

λαμβάνoντα~ έπίσης ε~σαγωγ~κά κεφάλα~α άφορωντα τήν Άρ~~μητ~κήν 

'oλoκλήρωσ~ν και Έλλε~πτ~κά 'ολοκληρώματα. 

Δέον νά τoν~σ~η ότ~ τό παρόν Τευχος 2 εcνα~ κατά τό πλε~­

στον αύτoτελές.α~ δέ άρα~αL άναφοραι καί παραπομπαί ε~ς τό Τευ­

χος 1 (Κεφ. 1 - 14) ούδόλως δυσκολεύουν τόν σπουδαστήν εις τήν 

κατανόησ~ν και έφαρμογήν των άναπτυσσομένων μα~ηματ~κων με~όδων, 

αί όπo~α~, αλλωστε, πάντοτε συνoδεύoντα~ ύπό έκλεκτων παραδε~γμά­

των. 
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Εύχαριστω τούς παρά TQ υEδρ~ μου βoη~oυς δ. Μαργ.Άντωνάκη 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 15. 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΣ ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

15.1. Παραγώγισις άoρίστωv όλoκλ~των 

E~ς τό παρόν έξετάζομεν όλοκληρώματα των όποίων αί ύπό 
. 
0-

λoκλήρωσ~ν συναρτήσε~ς εcνα~ συγχρόνως συναρτήσε~ς του χ καί μ~­

ας μεταβλητης παραμέτρου α. Ύπo~έσωμεν oτ~ ή f(x,a) εcνα~ όλο-

κληρώσιμo~ συνάρτησις του Χ· τότε έάν 

f f(x, α) dx = F(x, α) 

έξ όρ~σμoυ (~δέ Κεφ. 4, § 4.1) εχομεν 

oF(x, α) -f( ) 
-"-'--<- - Χ, α • 

ΟΧ 

Συνεπως, ύπo~έτoντες oτ~ ή f(x,a) ίκανoπo~εl τήν 

υ υ 

επετα~ oτ~ 

o2F(x, α) _ o2F(x, α) 
ΟΧ οα - οα ΟΧ , 

.! (OF(X, α») = ~ (OF(X, α») = of(x, α). 
οχ οα οα ΟΧ οα 

υO~εν, δ~'όλoκληρώσεως της (4), εύρίσκομεν 

f of(x, α) dx = oF(x, α) , 
οα οα 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

ή όποία ~σxύε~ οταν ή οΙ(χ, α) εcνα~ συνεχής ώς πρός χ καί α. '0 τύ­
οα 

πος α~τός xρησ~μoπo~εlτα~ δ~ά τόν ύπoλoγ~σμόν άορίστων όλοκληρω-

μάτων άπό γνωστά όλοκληρώματα ώς ~ά Cδωμεν ε~ς τά κατωτέρω παρα-
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δείγματα, 

IIαρ:iδει γμα 1. Έπειδή 

(6) 

~ά εχωμεν χρησιμοποιοϋντες τήν (5) 

f xe"'" dx = ~ (! eax
) = (~_l.) eαx. 

οα α α α2 
(7) 

'ομοίως παραγωγίζοντες τήν (7) ύπό τό όλοκλήρωμα ώς πρός α, εύ -

ρ ίσκομεν 

(8) 

τά άποτελέσματα αύτά έπάλη~εύoνται άπ'εύ~είας δι'όλοκληρώσεως κα-

τά μέρη, 

παράδειγμα 2. Άπό τό όλοκλήρωμα 

f ~ =! tanh-,l (~), (Ι χ Ι < α) 
α 2 _χ2 α α 

(9) 

εχομεν, παραγωγίζοντες ώς πρός α, 

(10) 

ή όποία δίδει 

(11) 

15.2. Παραγώγισις 'Ωρισμένων Όλoκληι:;ωμάτωv 

«Ομοίως,ώς είς τήν Ήροηγουμένην παράγραφoν,δυνάμε~α νά ύπο-

λογίσωμεν ώρισμένα όλοκληρώματα. Ύπo~έσωμεν δτι 

l(α) = ι: f(x, ~) dx, (12) 

οπου f(x,a) εcναι μLα όλοκληρώσιμος συνάρτησις του χ είς τήν πε­

ριοχήν a < χ < b, οπου τά a καί b εcναι συνεχεLς καί τούλάχιστον 

μίαν φοράν παραγωγίσιμοι συναρτήσεις τοϋ α. Χρησιμοποιοϋντες τόν 

τελευταLον συμβολισμόν 
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l(α) = J: f(x, α) dx = F(b, rx)-F(a, α) (13) 

f
b of(x, α) dx = oF(b, α) oF(a, α). 
α οα οα οα 

(14) 

Παραγωγίζοντες τήν (13) ώς πρός α, εχομεν 

_dl_(rx) = oF(b, α) db + oF(b, α) oF(a, α) da _ _ oF--,-(a..:...., -.:οα) 
drx ο b drx οα οα drx οα 

(15) 

ή όποία, xατόπ~ν xρησ~μoπo~ήσεως των (2) χαί (14), γίνετα~ 

dl(rx) =f(b, α) db -Ι(α, α) da +fb of(x, α) dx. 
drx drx drx α οα 

(16) 

'Eciv τci 5ρ~α όλoxληρ~σεως δtν tξαρτωντα~ dπό τ6 α, τότε 

~ {fb f(x, α) d~} = fb of(x, α) dx. 
drx α α οα 

(17) 

, ", .., , υ • of(x, α) ., Π' δ ' 
Τα ανωτερω προυπο.(Jετουν φυσ~xα oτ~ η -- υπαρxε~. ραγματ~, εν 

οα 
ύπciρχε~ δυσχολία tφ'5σον αΙ συναρτήσε~ς εcνα~ συνεχεις χαί εχουν 

συνεχεις παραγώγους της dπα~τουμένης τciξεως. Δυσxoλία~ (συνδεό -

μενα~ μέ τήν σύγxλ~σ~ν των όλοχληρωμάτων) δύναντα~ vci tμφαν~σ.(Jουν 

tv τoύτo~ς~ tciv τό a η b (η χαί dμφότερα~) εcνα~ απε~ρoν, dλλά 

δtν .(Jci dσχολη.(Jωμεν μέ τciς περ~πτ~σε~ς αύτάς. 

llapci ταυτα οπου νoειτα~ απε~ρoς περ~oxή όλoxληρ~σεως εLς 

τά dχόλου.(Jα παραδείγματα δύνατα~ νά Uποτε.(Jη ΟΗ αΙ (16) χαί (17) 

εCνα~ tφαρμόσ~μο~. 

IJαι;:όδε L γ μα. 3. 'Eci ν 

τότε άπό τήν (16) 

l(α) = fe" sin αχ dx 
1 χ 

dl(rx) a(Sin Crxea»)+f-= d -- = e cos αχ χ 

drx ea 
1 

(18) 

(19) 



4 

, (SiD ax)e. = SlD (aea
) + -α- ι 

( 1), sin α = 1+~ slD(ae")---;-. 

ΙΙαρ::)δει, γμα 4. Έπειδ ή 

f "" e-a"dx=!, 
ο α 

(α>Ο), 

εύρίσχομεν, παραγωγίζοντες n φοράς ώς πρός α, 

f"" d" (1) n' x"e-a
" dx = (-1)" - - = -'-, (n ~ ο), 

ο da" α α"+Ι 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

ΙΙαρ::)δει,γμα 5. ΣημαντιΧόν άποτέλεσμα τό όποlον ~ά δείξωμεν είς τό 

Κεφ. 17 τ~ βoη~ε~~ διπλων όλοχληρωμάτων ECvat. τό 

f"" e-'" dx =! ..jπ, 
ο 2 (24) 

Δεχόμενοι τό όλοχλήρωμα αύτό έπί του παρόντος εύΧόλως εύρ~σxoμεν 
., 
οτι 

f"" -ax2 d 1 (π)t e Χ=- - , 
ο 2 α 

(25) 

όπου α Ecvat. ~ετιxή παράμετρος. Κατά συνέπειαν παραγωγίζοντες τήν 

(25) n φοράς ώς πρός α δυνάμει της (17) λαμβάνομεν τά όλοχληρώμα-

τα 

f"" 2η -",,24χ 1.3.5 ... (2n-1)..jπ 
χ e = , 

ο 2"+1 α"+t 
(26) 

όπου n 2. 1. 

Σημειοϋμεν ότι όλοχληρώματα της μορφης 

fo"" x2n+le-ax2 dx (27) 

δύνανται νά ύπoλoγισ~oϋν δι'άντιχαταστάσεως χ 2 = U xα~ έν συν­

εxεί~ όλοχληρώσεως κατά μέρη. Έπί παραδε~γματι, χατ'αύτόν τόν 

τρόπον 
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ή όΠΟLα εCναι κατ'εύ~εLα~ όλοκληρώσιμος. Δέν ύπάρχει ομως άΠλός 

τρόπος εύρέσεως της (26). 

παράδειγμα 6. 'Εάν 

l(α) = fco e-a" sin χ dx, (α ~ Ο), 
ο χ 

τότε 

dl(rx) = -fco e-a" sin χ dx. 
drx ο 

υO~εν όλoκληρώνoντ~~ κατά μέρη εύΡLσκομεν 

dI(rx) 1 
--=---

l(α) = A-tan- I α, 

οπου Α εCναι ή στα~ερά της όλοκληρώσεως. 

Τώρα κα~ώς α + 00, τό ι + Ο' o~ε~ Α = π 
2 

καL 

l(α) = dx = --tan- 1 α = cοΓ l α. fCO e-ax sin χ π 

ο χ 2 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

συνεπως 

(33) 

θέτοντες α = Ο ε~ς τήν (33) λαμβάνομεν τό σπουδαLον άποτέλεσμα 

f co sin χ dx = !.:, 
ο χ 2 

τό όΠΟLον εCχε άναφερ~η ε~ς τό Κεφ. 4, Παράδειγμα 18. 

15.3. Όλοκλήρωσις Ώρισμένου Όλοκληρώματος 

(34) 

'Εάν ή f(Χ,α) εCναι μLα συνεχής συνάρτησις ώς πρός χ καL α ε~ς 

τήν περιοχήν a ~ χ ~ b, ε < α ~ η οπου α, b, ε, η εCναι στα~εραL 

καL έά ν 

l(α) = ι: f(x, α) dx, (35) 

τότε 
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(36) 

'EnL πλέον ύπo~έτoντες οτι τά ορια της όλοκληρώσεως εcναι πεπε -

ρασμένα ή τάξις της όλοκληρώσεως δύναται νά άντιστραφη ούτως " ω-

στε 

(37) 

"Οπως άκριβ~ς συμβαLνει MaTci τ~ν παραγώγισιν ~ρισμένων όλοκληρω­

μάτων, οταν τά όρια τοϋ όλοκληρώματος εcναι απειρον, δυσκολLαι ά­

φoρ~σαι τ~ν σύγκλισιν τ~ν όλοκληρωμάτων δύνανται νά έμφανισ~oυν 

MaL ένδέχεται ή (37) νά μήν άλη~εύη. 

Παράδει. Υμα 7. 'Έστω τό 

l(α)=Ι'" e-axsinxdx=~. 
ο 1+α 

(38) 

τότε 

Ι η l(α) dιx = ιη{ι", e-ax sin χ dX} dιx = ιη -1-2 dιx = tan- 1 η. 
ο ο ο 01+α (39) 

Ύπo~έτoντες οτι ή τάξις της όλοκληρώσεως δύναται νά άντιστραφη 

εις τήν (39), εύΡLσΉομεν 

η, όλοκληρώνοντες ~ς πρός α, 

f"'{ e-ηΧsίnχ sinX}d -1 - +-- χ = tan η. 
ο χ χ 

τουτο δLδει (~ς εις τό Παράδειγμα 6) 

dx = -- dx - tan 1 η = - - tan 1 η = cot ι η f '" e - ηχ sin χ f '" sin χ - π - -

ο χ ο χ 2 

illΌBΔHMATA ΚΕΦ. 15 

1. ΎπολογLσατε τάς παραγώγους ~ς πρός χ τ~ν άκoλoύ~ων 

α) Ι"'! e- XY
' dy, 

1 Υ Ι
2Χ 1 

β) - J(1 +χΥ3) dy. 
χ Υ 

(40) 

(41) 

(42) 

(L.U.) 
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2. Δε~ξατε παραγωγ~ζoντες ώς πρός α OTL 

Ι π log (1 +cos rx cos θ) ~θ = π (~-α), 
ο cos θ 2 

(C.u.) 

σπου ο ~ α ~ π/2. 

1 ιπ 3. Έάν Jo(x) = - cos (χ sin Φ) dΦ, , άποδεΙ;ξατε ση 
π ο 

d
2
Jo(x) +! dJo(x) + Jo(x) = Ο. 
dx2 Χ dx 

4. Παραγωγ~ζoντες τ~ν ~πό dλοκλ~ρωσLν παράστασLν ώς πρός α, δε~ 

ξατε ση 

5. Δε~ξατε ση 

σταν χ > ο. 
(L.U.) 

6. Δε~ξατε ση 

f
XI2v<kt) 

C = e-u
' du 

ο 

ίκανοποιεϊ τήν 

7. Δε~ξατε, όλοκληρώνοντες ένα δλoκλ~ρωμα κα~ ~πo~έτoντες OTL ή 

aELPci της όλοκληρώσεως δύναταL νά άνΤLστραφη, OTL 

α) foo e-
x 

sinh bx dx =! log. (1+b), οταν Ι b Ι < 1, 
ο χ 2 l-b 

γ) f 1 Xb_X
D 

dx = log. (b+ 1). 
ο log., χ a+1 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 16. 

ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

16.1. 'Ορισμοί 

·οπως &νεφ~ρθη ε~ς τ6 Κεφ. 4, § 4.5, d &ριθμ6ς των dλοχληρωμciτων 

Tci όπo~α δύνανται vci ύπολογισθουν &ναλυτιχως τ~ βοηθεL~ βασιχων 

, (. κ λ )' , uaL' uaTa' πα--συναρτησεων Sln κ, cos κ, e , Χ •• π. ειναι μιχρος" " 

σαν πιθαν6τητα οταν &ντιμετωΠLζωμεν όλοχληρώματα Tci όπo~α δ~ν EC­

ναι συνήθους μορφης πρέπει νά χρησιμοποιήσωμεν προσεγγιστιχάς &­

ριθμητιχciς μεθ6δους,ώς ECvaL ή του Sirnpson. Πάντως, δι'έπινοήσε-

ως νέων συναρτήσεων ή χλciσις των συναρτήσεων aCTLVES δύνανται 

νά δλοχληρωθουν &ναλυτιχως διευρύνεται. Έπί παραδείγματι, τ6 ό­

λοχλήρωμα 

(1) 

δύναται νά όλοχληρωθη μ6νον τ~ βοη~είq έλλειπτιχων συναρτήσεων • 

'ομοίως, χάθε δλοχλήρωμα του δποίου ή ύπ6 όλοχλήρωσιν συνciρτησις 

ε(ναι ρητή συνάρτησις του χ καί !ρ(χ), σποu Ρ(Χ) ECvaL πολυώνυ -

μον ώς πρ6ς κ βαθμου 3 η 4, λ~γεται ΟΤΙ ECvaL έλλειπτιχης μορφης 

χαί δ~ν δύναται νά δλοχληρωθη συναρτήσει βασιχων συναρτήσεων ώς 

συμβαίνει οταν τ6 Ρ(κ) ECvaL βα~μoυ 2 η xατωτ~ρoυ. 

Kατωτ~ρω δρίζομεν δύο βασιχούς τύπους έλλειπτιχων όλοχλη -

ρωμάτων 

α) 1 0ς τύπος 



F(k φ)-ΙΦ de 
, - Ο .J(1-k2 sin2 θ)' 

όπου ο ~ Φ ~ Π/2, καL ο < k < 1. 

β) 2 0ς τύπος 

E(k, Φ) = Ι: .J(1-k2 sin2 θ) de, 

οπου Ο ~ Φ ~ Π/2, καL ο < k < 1. 

Είς άμφοτέρας τάς πεΡLπτώσεLς τά όλοκληρώματα καλουνταL 

9 

(2) 

(3) 

πλήρη 

έάν Φ = π/2, καL τά F(k,π/2), Ε(k,π/2), συμβολLζονταL ύπό των 

K(k) καL E(k), άνΤLστοL~ως. 

ΔLαφορεΤLκαL μορφαL των (2) καL (3) εύρέως χρησLμΟΠΟLούμεναL εύ­

ΡLσκονταL δL'άνΤLκαταστάσεως sin θ = u. Τότε 

(4) 

καL 

*E(k, Χ) = f:J(1;~:~2) du, (5) 

οπου Ο < k < 1 καL ο < χ < 1. 

Αί ΤLμαL των συναρτήσεων F(k,Φ), Ε(k,Φ) δ LδονταL 

μεγάλον άΡL~μόν ΤLμων των k καL Φ (ίδέ, π.χ., Jahnke and Emde , 

"Tables of Functions", Dover Publications, 1945) καL συνεπως έάν 

εν όλoκ~ήρωμα δύναταL νά τε~η ύπό βασLκήν μορφήν ή ΤLμή του 
, 
εν 

συνεχεL~ εύΡLσκεταL εύκόλως. ΓραφLκαL παραστάσεLς των F καL Ε δL' 

όλLγας ΤLμάς του k δLδονταL είς τό ΣΧ.16.1. 

2 
(ιc=Slna) 

2 (1<=51n α) 

ο 

Σχ. 16.1. 
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τώρα ~εωρoυμεν τά άκόλοv~α παραδε~γματα. 

Παράδειγμα 1. Δι..ά νά ύπoλoγ~σωμεν τό όλοκλήρωμα 

1= , O~α:~ , fa dx π 

ο .J(cos x-cos α:) -. - 2 

γράφομεν τό Ι ώς 

1 fa dx 
.J2 ο .J[sίn2 (α:/2)-sίn2 (Χ/2)] 

κα~ έκτελουμεν τήν άντι..κατάστασι..ν sin(x/2) = sίn(α:/2) sίnθ. Τότε, 

πει..δή cos(xj2)dx= 2 sin (α:/2)cοs θdθ, εύρ~σκoμεν 

Ι = 2 = 2 F sin -, -Ι ΠΙ2 dθ ( α: π) 
.J ο .J[1-sin2 (α:/2) sin 2 θ]"; 2 2 

=.J2 κ( Sin~} 
θ~τoντ~ς α = π/2 ε~ς τάς (6), (8), λαμβάνομεν τ6 όλοκλήρωμα 

(6) 

(7) 

, 
ε-

(8) 

Ι:
Ι2 

.J(c~ χ) ( = Ι:
Ι2 

--I(~: χ») =.J2 Κ (j2} (9) 

τό όπo~oν, έπει..δή Κ(l/l2) = 1,854 (κατά πρoσ~γγι..σι..ν χι..λι..οστου) ε­

χει.. τήν τι..μήν 2,62, κατά πρoσ~γγι..σι..ν έκατοστου. 

παράδειγμα 2. τό όλοκλήρωμα 

r
"I6 dθ 

• ο .J(1-4 sin2 θ) (10) 

.' 

δύναται.. νά μετασxηματι..σ~η ε~ς έν πληρες έλλει..πτι..κόν όλοκλήρωμα 

της πρώτης μορφης ~έτoντες 4sin2 θ = sin2 ψ. τότε 

Ι
1<Ι6 dθ 1 ΙΠΙ2 dψ 
Ο .J(1-4 sin2 θ) = 2 ο .J(1-* sin2 ψ) 

= tF(t, π/2) = tK(t) (11) 

τό όΠΟLον έπει..δή K(l/2) = 1,688 εχει.. τήν τι..μήν 0,84, όρ~ήν ώς 

πρός δύο δεκαδι..κά ψηφ~α. 

παράδειγμα 3. τό όλοκλήρωμα 

Ι
"Ι4 dθ 

Ο --Ι(l-π sin2 θ)' 
(12) 
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τό όπo~oν έδείx~η εLς τό Κεφ. 4, Παράδειγμα 13, ότι κε~ται μετα-
t"u' πl2 , π ~ --5-- και ,παρατηρουμεν ότι εCναι έλλειπτικόν όλοκλήρωμα 

του πρώτου εCδους, ητοι τό F(tJ7, π/4). Έκ πινάκων ή τιμή του εύ­

ρίσκεται 0,82, όρ~ή ώς πρός δύο δεκαδικά ψηφία. 

Παράδειγμα 4. τό όλοκλήρωμα 

(13) 

γίνεται, μετά τήν άντικατάστασιν χ = tan θ, 

f ΠΙ2J{9+8 t:n2 e}sec2 θ de = ΙΠΙ2 J(8+cos 2θ) de 
ο sec θ ο 

= Ι:
Ι2 

J(9-Sin2e)de=3f:
I2 

J(1-tsinZe)de 

=3Εα,Ξ)=3χΙ.525(=4.57 μέχρι δύο δεκαδικων ψηφίων) 
(14) 

16.2. Ίακωβιαναί Έλλειπτικαί Συναρτήσεις 

ΣυμΒολίζοντες τό F(k,~) διά u λαμBάνoμε~ έκ τ~ς τελευταίας παρα­

γράφου 

(15) 

όπου χ = sin φ. 

Διά δo~ε~σαν τιμήν του k, ή (15) όρίζει φ(~ Χ) ώς συνάρ-

τησιν τ~ς u. Συνη~ίζεται νά καλουμεν τό Φ πλάτος της u καί γρά-

φομεν 

φ=amu, (16) 

όρίζομεν δέ τήν πρώτην ΊακωΒιανήν έλλειπτικήν συνάρτησιν sn u 

διά τ~ς 

χ = sin Φ = sin (am u) = sn u. (17) 

'ομοίως δύο αλλαι ΊακωΒιαναί έλλειπτικαι συναρτήσεις cn u καί 

dn u όρίζονται ύπό των 

(18) 



dn u = .J(t-k'-x2
) = .J(1-k'- Sll

2 u). (19) 

'Από τάς (15), (18) XaL (19) επεταL OTL 

snO=O, cnO= 1, dnO= 1 (20) 

XaL OTL α~ cn u XaL dn u εcναL αΡΤLαL συναρτήσεLς του u. A~ πα­

ράγωγΟL των έλλεLΠΤLχων αύτων συναρτήσεων εύΧόλως εύΡLσχονταL έχ 

των όρισμων αύτων. 

ΈΠL παραδεLγμαΤL 

~ sn u = ~ sin Φ = ~ (sin Φ) dΦ = cos Φ dΦ = cn u dΦ. (21) 
du du dΦ du du du 

ΈπεLδή άπό τήν (15) 

u -ΙΦ dθ 
- ο .J(I-k2 sίn2 θ)' 

εχομεν ( δLά παραγωγLσεως) 

''ο-θεν 

ΌμΟLως 

XaL 

du 1 1 
dΦ = .J(I-k2 sίn2 Φ) == dnu' 

d 
- sn u = cn u dn u. 
du 

d 
-cnu= -snudnu 
du 

d 
- dn u == - k2 sn u cn u. 
du 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

'ΆλλαL ίδLότητες ΊαχωβLανων έλλεLπnχων συναρτήσεων εcναL πέραν 

των σχοπων του παρόντος. 

ΠΡΟΒΔΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 16 

1. ΔεLξατε, χρησLμΟΠΟLουντες τ6 γεγονός OTL α~ ύπ6 dλοχλήρωσLν 

συναρτήσεLς των F(k,Φ) XaL Ε(k,Φ) εcναL πεΡLοδLχαί συναρτή -

σεLς πεΡL6δου π, OTL 

F(k, Φ+nπ) = nF(k, n)+F(k, Φ), 



E(k, Φ+nπ) = nE(k, π)+Ε(k, Φ), 

σπου n = Ο, 1, 2, .•• Έξ αύτων δεLξατε ση 

F(k, Φ+nπ) = 2nK(k)+F(k, Φ), 

E(k, Φ+nπ) = 2nE(k)+E(k, Φ). 

2. ΆποδεLξατε τά άκόλoυ~α άποτελέσματα 

α) ι: ~(3_:;2+x4) == )3 F()3'~). 
β) Ι:

Ι2 

~(1+:~Sin2 θ) = ~(1~k2) K{~(1~k2)} 
3. Έπαλη~εύσατε τάς άκoλoύ~oυς σχέσεLς 

.Ε.. {lOge (dn u -cn ")} = _1 . 
γ) du sn u sn u 

13, 

4. ΔεLξατε OTL o~ πρωΤΟL δύο μή μηδενLζόμενΟL OPOL του άναπτύ -

γματος κατά Maclaurin των ΊακωβLανων έλλεLΠΤLκων συναρτήσε­

ων εcναL 

2 U
3 

snu=u-(l+k )-+ ... 
31 

u2 

cnu=l--+ ... 
21 
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ΚΕΦΑΔΑΙΟΝ 17. 

ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΚΑΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

17.1. Έπιχαμπύλια Όλσκληρώματα είς τό Έπίπεδον 

"Εστω 8τι ~ Υ = f(x) ε~ναι μ~α πραγματι-

κή μονότονος συνεχής μoνoσ~μαντoς συνάρ­

τησις του χ είς εν διάστημα χι < χ < Χ2 

ώς παρ~σταται ύπό της καμπ~λης C του 

σχήματος 17.1.(τά άκραϊα σημεία Α, Β " ε-

χουν συντεταγμένας (XI,YI) κα~ (Χ2,Υ2), 

άντιστo~xως). Τότε έάν Ρ(Χ,Υ) κα~ Q(x,y) 

ε~ναι δ~o πραγματικα~ μoνoσ~μαντoι συν­

ο χ 

Σχ. 17.1. 

εχεCς συναρτ~σεις του χ κα~ Υ δι Όλα τά σημεϊα της C, τά όλοκλη-

ρώματα 

ι Ρ(Χ, Υ) dx, Ι Q(x, Υ) dy (1) 

κα~ συχνότερα τό α~ρo~σμα αύτων 

(2) 

καλουνται καμπυλόγραμμα όλοκληρώματα η έπικαμπ~λια όλοκληρώματα, 

έφ'8σον ό δρόμος όλοκληρώσεως C ε~ναι ή καμπ~λη Υ = f(x) άπό. τό 

Α πρός τό Β. Έπειδ~ τό Υ έκφράζεται ώς συνάρτησις του Χ, 

στον των όλοκληρωμάτων αύτων ε~ναι ίσoδ~ναμoν πρός σ~νη~ες 

κλήρωμα ώς πρός Χ. 

., 
εκα-

όλο-
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Έπ~ παραδε~γματ~, 

ι Ρ(Χ, Υ) dx = ι:::: P(x,f(x» dx (3) 

κα ~ 

f Q(x,.y) dy = f"a". Q(x,f(x»f'(x) dx, 
C Χ=Χ1 

(4) 

έπε~δή dy = f'(x)dx). 

Ίσοδυνάμως, έπ~~δή ή Υ = f(x) (Cva~ μονοσήμαντος, μονότο -

νος καί συνεχής συνάρτησ~ς κατά μηκος της C, δυνάμε~α νά έκφρά 

σωμεν τήν χ ώς μ~α μονοσήμαντον συνεχη συνάρτησ~ν ώς πρός Υ κατά· 

μηκος της C δ~ά της σχέσεως, εστω,χ = g(y). τά έπ~καμπύλ~α όλο­

κληρώματα (1) δύναντα~ νά έκφρασ~oϋν ώς τά κάτω~~ σ~νή~η ό~oκλη­

ρώματα ώς πρός Υ 

f Ρ(Χ, Υ) dx = fyay

• P(g(y), y)g'(y) dy 
c yaY1 

(έπ.ε~δή dx = g'(y)dy) κα~ 

f Q(x, Υ) dy = fyaY2 

Q(g(y), Υ) dy. 
c Υ=»1 

Όμo~ως δυνάμε~α νά έκφράσωμεν κα~ τήν (2). 

17.2. Μερικαί Ίδιότητες καί Παραδείγματα Έτιικαμπυλίων 

. Ολοκληρωμάτων 

(5) 

(6) 

(α) τά έπ~καpπύλ~α όλοκληρώματα δύναντα~ νά ύπoλoγ~σ~oϋν ώς 

πρός δύο δ~ευ~ύνσε~ς έπε~δή ή καμπύλη C δύνατα~ νά δ~α­

γραφη εCτε ά~ό τό Α πρός τό Β εCτε άπό τό Β πρός τό Α.Πα­

ρά ταϋτd, ενεκα της ίσoδυναμ~ας μετά των συνή~ων όλοκλη -

ρωμάτων εχομεν τό άποτέλεσμα 

f Ιη I~ . Ρ(Χ, Υ) dx Ξ P(x,f(x» dx = - P(x,f(x» dx 
λ-+Β ΧΙ Χ2 

= -f Ρ(Χ, Υ) dx. 
Β-+λ 

(7) 
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Έξ αύτου συμπεραLνομεν oτ~ τό πρόσημον του έπ~καμπυλLου ό-

λοκληρώματος της μορφης (1) (ώς xaL τη ς μορφης (2» 

ζε~ σταν ό δβόμος όλοκληρώσεως δ~αγράφετα~ κατά τήν 

-θετον φοράν. 

άλλά-
, , 
αντ~-

(β) Έάν ό δρόμος όλο κληρώσεως εcνα~ τo~oυτoς ωστε ή C νά εcνα~ 

εύ-θε~α παράλληλος πρός τόν αξονα των Υ, έστω Χ = k οπου k 

μLα στα-θερά, τότε 

Ι Ρ (Χ, Υ) dx =0 

έπε~δή κατά μηκος της C, dx = Ο. 
ΌμΟLως, έάν ή C εcνα~ γραμμή παράλληλος πρός τόν 

ξονα των Χ, έστω Υ = k, τότε 

Ι Q(x,y)dy=O 

έπε~δή κατά μηκος της C, dy = Ο. 

(8) 

" α-

(9) 

γ) Έάν ή καμπύλη δ~α~ρητα~ είς δύο μέρη ύπό 

Ε(Χ3,Υ3) (ίδέ Σχ. 17.2), τότε δυνάμε~ της 

του σημεLο\.J 

f
X2p(X,j(X» dx =f

X
3 P(x,j(x» dX+f

x
2 P(x,j(x» dx 

Χι ΧΙ .%3 

(10) 

(ίδέ Κεφ. 4, 4.2 (β», έχομεν 

f 
Ρ(Χ, Υ) dx = f Ρ(Χ, Υ) dX+f Ρ(Χ, Υ) dx. 

C Λ .... ε ε .... Β 
(11) 

"Oμo~α άποτελέσματα ίσχύουν δ~ά τό Ι Q(X, Υ) dy xaL τόν γραμ­
μ~κόν συνδυασμόν είς τήν (2). 

τά άποτελέσματα αύτά έπεΚΤ~Lνοντα~ xaL είς περ~πτώ -

σε~ς κατά τάς όΠΟLας ή C ύπoδ~α~ρε~τα~ είς οίονδήποτε πε­

περασμένον άρ~-θμόν μερων. 
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ο 

Σχ. 17.2. Σχ. 17.3. 

(δ) Έάν ή καμπύλη C εCναι τοιαύτη ωστε διά τινα τιμήν (η τι­

μάς) της χ νά εχωμεν δύο διαφορετικάς τιμάς της Υ (δηλαδή 

ή Υ δέν εCναι μονότιμος, ~δέ Σχ. 17.3), τότε τό έπικαμπύ -

λιον όλοκλήρωμα άπό τό Α είς τό Β πρέπει νά γραφ~ 

f Ρ(Χ, Υ) dx = f Ρ(Χ, Υι) dX+f Ρ(Χ, Υ2) dx, 
C Λ"" Ε Ε .... Β 

(12) 

σπου Υί = fl(X) καί Υ2 = f 2(x) εcναι μονότιμοι καΙ: συν -

εχεΙς συναρτήσεις ώς πρός χ άντιπροσωπεύουσαι τά μέρη της 

καμπύλης ΑΕ καί ΕΒ, άντιστοίχως. 

'Ομοίως δυνάμε-&α νά είπωμεν καΙ: διά τό Ι Q(x,y)dy 

ώς καΙ: διά τόν γραμμικόν συνδυασμόν (2). 

Έν συνεxεί~ διευκρινίζομεν τούς όρισμούς καΙ: τάς ~δι­

ότητας των έπικαμπυλίων όλοκληρωμάτων μέ τά άκόλου-&α παρα­

δείγματα. 

Παράδειγμα 1. 'Υπολογίσατε τό fc(X+Y)dx(i) άπό Α(Ο,l) μέχρι Β(l,Ο) 
κατά μηκος της καμπύλης C = Cl όρίζομένης ύπό της Υ = 1-χ (ii) , 

άπό 0(0,0) μέχρις Ε(l,l) κατά μηκος της καμπύλης C = C2 όρΙζομέ­

νης ύπό της Υ = χ 2 (ίδέ Σχ. 17.4). 

(ί) Ι, (Χ+Υ) dx = ι: (Χ+Ι-Χ) dx = [χΙ = 1. (13) 

(ίί) (x+y)dx= (x+x2)dx= -+- =-. f Ι ι [χ2 X3Jl 5 
C2 Ο . 2 3 ο 6 

(14) 



18 

"Αλλως, tκφρciζοντ~ς τ6 χ ~ς συνciρτησιν τ~ς Υ (~ς ε~ς τ~ν (5», 

εχομεν 

f f1 - d [ J1 5 (ii) (x+y)dx= (.Jy+y) ~ = ty+ty3/2 =6' 
C2 ο 2" Υ ο 

όπως εϋρομεν καL προηγουμένως. 

Υ 

Α (Ο.1);..------ι Ε(1.1) 

Ο 

Σχ. 17.4. 

παράδειγμα 2. ΎπολογLσατε τ6 Ιπικαμπύλιον όλοκλήρωμα 

1= Ι (χ2 +2Υ)dX+(X+y2)dy 

(15) 

(16) 

(17) 

άπό Α(Ο,1) μέχρι Β(2,3) κατci μ~κoς τ~ς καμπύλης c όρΙζομένης ύ-
'πό τ~ς Υ = Χ+1. 

Έκφρciζοντες τ~ν (17) άποκλειστικως συναρτ~σει της χ εχο-

μεν 

(18) 

f2 64 
= (2χ2 +5Χ+3) dx = -. 

ο 3 
(19j 

"Αλλως, δυνciμε6α vci γρciψωμεν (Ιπε~δ~ χ = Υ-1). 

(20) 

(21) 
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= (32 + 32) = 64 
3 3 3' (22) 

όπως εύρομεν και άνωτέρω. 

παράδειγμα 3. Ύπολογισατε τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα 

Ι = Ι {(χ + Υ) dx+xy dy} (23) 

(i) άπό 0(0,0) έως Β(l,l) κατά μηκος της καμπύλης C = Cl όρ~ζO -

μένης υπό Υ = Χ, 
(ii) άπό 0(0,0) μέxρ~ς Α(l,Ο) κατά μηκος της καμπύλης Υ = Ο 
και άπό Α(l,Ο) μέxρ~ς Β(l,l) κατά μηκος της γραμμης Χ = 1 (Lδέ 

Σχ. 17.5). 

(i) έπε~δή Υ = Χ 

I c. = !ΟΙ {(Χ+Χ) dx+x 2 dx} = t. (24) 

(ii) έπε~δή Υ = Ο άπό Ο μέxρ~ς Α έχομεν dy = Ο και έξ αυτου 

ΙΟ->Λ = Ι: χ dx = t· (25) 

Άπό Α μέxρ~ς Β, Χ = 1, dx = Ο και έξ αυτου 

ΙΛ->Β= ι: ydy=t· (26) 

Συνεπως συμφώνως μέ τήν πρoσ~ετ~κήν Lδ~ότητα (6) 

(27) 

Παρατηρουμεν ότ~ μoλoνότ~ τά Α, Β εcνα~ Tci αυτά σημεια δ~'άμφo­
τέρας τάς ClxaL Cz ή τιμή του Ι λαμβανομένη κατά μηκος της Cl 

δ~αφέρε~ άπό έκεινην κατά μηκος της Cz • Αύτη εcνα~ μια κo~νή L-

δ~ότης των έπ~καμπυλίων όλοκληρωμάτων, αν και άργότερον είς 

κεφάλα~oν αύτό ~ά συναντήσωμεν έπ~καμπύλ~α όλοκληρώματα των 

ποιων αι τ~μαί ECva~ άνεξάρητo~ του δρόμου όλοκληρώσεως καί 

ξαρτωντά~ μόνον έκ των άρx~κων καί τελ~κων σημεΙων. 

τό 
t 
0-

, 
ε-
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Υ 

Β(1,1) 
Ε(1,Ο) 

Ο 
χ 

C2 Α(1,Ο) χ Β(Ο, -1) 

Σχ. 17.5. Σχ. 17.6. 

παράδειγμα 4. Ύπoλoγ~σατε τό όλοκλήρωμα 

1= ι (Χ+Υ)dx (28) 

'άπό Α(Ο,l) μέΧΡL Β(Ο,-l) όπου C παΡLστα τό ήμLκύκλLον Υ = 1(1-χ 2 ) 

δεLκνυόμενον εις τό Σχ. 17.6. 

ΈπεLδή ή έξ~σωσLς της καμπύλης δέν ε~ναL μονόΤLμος συνάρ -

τησLς ώς πρός χ πρέπεL κατά τήν (δ) νά χρησLμΟΠΟLήσωμεν τήν 

Υ = +/(1-χ2 ) εις τό πρωτον τμημα της καμπύλης Α μέΧΡL Ε κα~ τήν 

Υ = -/(1-χ 2 ) εις τό δεύτερον μέρος Ε μέΧΡL Β. ''ο-&εν 

(29) 

== 2 .J(1-x2
) dx =-. fl Π 

ο 2 
(30) 

17.3. Έπικcq.ι.πύλια Όλ.oκλ.ηι:xiματα κατά Μηκα.; ΚλειστΩV Έπιτιέ&.uν 

Καμπύλων 

ΔLά'νά ύπoλO'γ~σωμεν εν έΠLκαμπύλLον όλοκλήρωμα κατά μηκος μLας 

άπλης κλεLστης έΠLπέδου καμπύλης C (δηλ. καμπύλης ή όπo~α δέν 

κόπτει έαυτήν) όλοκληρώνομεν μίαν φοράν έπί της περιμέτρου άρχί-

ζοντες xaC καταλήγοντες εις τό αύτό σημεϊον. Κατά τήν έκτέλεσLν 

της ώς άνω όλoκληρ~σεως ή κατεύ-&υνσLς πρέπεr νά κα-&ΟΡLσ-&~ κα~ ή 

άντ~-&ετoς φορά της των δεLκτων τοΌ ώρoλoγ~oυ καλεϊταL συνή-&ως 
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~ετ~κή ένω ή αύτή μετά της φορας των δε~κτων καλε~τα~ άρνητ~κή. 

'Όταν όλοκληρώματα πρόκε~τα~ νά ύπoλoγ~σ~oυν πέo~ξ κλε~στων κα -

μπυλων συνη~ίζετα~ νά συμβoλίζωντα~ ύπό f καί f, οπου τά τόξα 
δε~κνύoυν τήν φοράν της όλοκληρώσεως πέρ~ξ της C (Σχ. 17.7). 

Υ Υ 

χ χ 

Φ Ρ 
~ετ~κή κατεύ~υνσ~ς άρνητ~κή κατεύ~υνσ~ς 

Σχ. 17.7. 

Έπί παραδείγματ~, 

πε~ νά όλoκληρω~~ πέρ~ξ 

τό ~C sinxydx σημαίνε~ ότ~ τό sinxy πρέ­
καμπύλης C κατά τήν ~ετ~κήν κατεύ~υνσ~ν. 

ή δέ έξίσωσ~ς της C όρίζε~ τό Υ συναρτήσε~ του Χ. Έπε~δή 

ή έξίσωσ~ς μ~ας κλε~στης καμπύλης δέν δύνατα~ νά παραστα~~ 
, , 
υπΌ 

μονοτίμου συναρτήσεως Υ του Χ, δ~ά τουτο πρέπε~ κατά τήν όλοκλή­

ρωσ~ν ώς πρός Χ νά άκoλoυ~ήσωμεν τήν τεxν~κήν (δ). Έπί παραδεί­

γματ~, δ~ά τήν καμπύλην (α) του Σχ. 17.8 ~ά πρέπε~ νά xρησ~μoπo~ 

ήσωμεν μονοτίμους συναρτήσε~ς Υ = ft(x) κατά μηκος της ΑΜΒ καί 

Υ = f 2 (x) κατά μηκος της ΒΝΑ. Όμοίως δ~ά τήν (β) ~ά πρέπε~ νά 

δ~α~ρέσωμεν τήν C ε~ς τέσσερα μέρη ΑΕ, EF, FB καί ΒΑ ωστε ή έξί­

σωσ~ς έκάστου μέρους νά δύνατα~ νά παραστα~~ ύπό της Υ ώς μονο -

τίμου συναρτήσεως του Χ. 

Υ 

/)Β 

A~! 
ι Μ ι 

Ε 

: ι 

ο χ 

(a) (b) 

Σχ. 17.8. 



Παράδειγμα 5. 'Υπολογίσατε τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα 

Ι =§c (2ΧΥ dy-x
2 

dx), (31) 

οπου ή C άπoτελεϊτα~ άπό τάς τρεϊς πλευράς του τρ~γώνoυ μέ κορυ­

φάς 0(0,0), Α(l,Ο) καί Β(l,l) : (~δέ Σχ. 17.9). Τώρα άπό Ο μέxρ~ 

Α, Υ = Ο καί έξ αύτου (έπε~δή dy = Ο) 

10-+λ = - f: χ2 dx = -t· 

'ομοίως άπό Α μέxρ~ Β, χ = 1, dx = Ο καί έξ αύτου 

1λ-+Β = ι: 2Υ dy = 1. 

(32) 

(33) 

Tελ~κως άπό Β μέxρ~ ο, Υ = χ καί έξ αύτου (έκφράζοντες τήν (31) 

ώς πρός χ) 

(34) 

υΟ%εν τελ~κως λαμβάνομεν 

(35) 

Υ 
Υ Ε 

c 

Ο Α(1,Ο) χ 
F 

Σχ. 17.9. Σχ. 17.10. 

παpjδε ι γμα 6. 'Υπολογίσατε τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα 

l=t/ dX, (36) 

υ C EGva~ . κύκλος οπου ο 

χ2 +Υ2 = a2 (37) 

(Σχ. 17.10) • 

ΈΠεLδή 
. 

δέν EGva~ μονότιμο ς συνάρτησ~ς του πρέπε~ νά η Υ χ, 
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δι,αι,ρέσωμεν τήν (36) 
, 

δύο μέρη, μέ τήν ει,ς 

Υ = +J(a2 -x2
) (38) 

δι,ά τό ήμι,ΉύΉλι,ον ΑΕΒ τό 
, 

ΉεL:ται, ανω-θεν του αξονος των οποιον χ 

Ήαί τήν 

Υ = -J(a2-x2) (39) 

δι,ά τό ήμι,ΉύΉλι,ον BFA τό όποιον ΉεΙΤαΊ .. Ήάτω-θεν του αξονος των Χ. 

''ο-θεν 

Ι = ι-α --Ι(α 2 _χ2) dx+ Ι:α {-J(α2 _X2)} dx 

= -4f: J(a2 -x2
) dx = -πα2 • 

(40) 

(41) 

(ΌλΟΉλήρωσι,ς της (36) Ήατά τήν άρνητι,Ήήν φοράν άλλάζει, μόνον τό 

πρόσημον της (41». 

Μία άπό τάς σπουδαίας έφαρμογάς των έπι,Ήαμπυλίων όλΟΉληρω­

μάτων εcναι, είς τόν υΠΟλογι,σμόν των έμβαδων άπλων Ήλει,στων έπι,-

πέδων Ήαμπυλων. Είς τήν § 17.11 -θά άποδεLξωμεν τό χρήσι,μον 

τέλεσμα (ύποδει,χ-θέν είς τό τελευταιον παράδει,γμα) 

1. xdy= _1. ydx=!1. (xdy-ydx)=A, 
Jc Jc 2Jc 

οπου Α τό έμβαδόν τό όnοL:ον πεΡΙΉλεLει, ή c. 

17.4. Έτιι..καμιτύλι..α Όλσκληρ<ψατα ώς ττρός τ6 Μηκας; Τόςου 

, 
απο-

(42) 

Έ~τός των έπι,ΉαμπυλLων όλΟΉληρωμάτων όρι,σ-θέντων υπό των (1) Ήαί 

(2),όρίζομεν Ήαί τό έπι,Ήαμπύλι,ον όλΟΉλήρωμα 

Ι P(x,y)ds, 

όπου S εcναι τό μηΉος του τόξου της Ήαμπυλης C όρΙζομένης 

Υ = f(x). 'Έν των άΠλουστέρων όλΟΉληρωμάτων της μορφης αύτης 

ναΙ., ό στοιχει,ώδης τύπος fBdS δι,ά τ6μηΉος της Ήαμπύλης άπό τό 
μειον Α μέχρΙ., τό σημειον Α Β. 

Uοπως Ήαί μέ αλλας μορφάς έΠΙΉαμπυλίων όλΟΉληρωμάτων τά 

ποια ε~δoμεν ένωρίτερον είς τό Ήεφάλαι,ον αύτό, δυνάμε-θα νά 
, 

(43) 

, , 
υπο 

τ 
ει-

ση-

, 
0-

ανα-
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γάγωμεν τήν (43) ε~ς εν σύνη~ες όλοκλήρωμα δυνάμεL των σΤΟLχεLω­

δων άποτελεσμάτων 

κα~ 

ds = J{(~:X +(~~γ} dt, 
οπου 

κα~ t EGvaL τυχουσα παράμετρος. 

ΙΙαρ1δεΙΥμα 7. ΎπολΌγLσατε τό 

Ι = Ι (3Χ+2ΧΥ) ds, 

Χ =f(t), 
Υ = g(t), 

(44) 

(45) 

(46) 

σπου C EGvaL ή γραμμή Υ = χ άπό 0(0,0) μέΧΡLς A(l,l). Τώρα δυνά­

μεL της (44) εχομεν 

(47) 

καL συνεπως 

f 1 13.J2 
1= (3x+2x2).J2 dx = --ο 

Ο 6 
(48) 

ΙΙαρ1δειγμα 8. ΎπολογLσατε τό 

1= fc 2ΧΥ ds, (49) 

οπου C EGvaL ή καμπύλη χ = cost, Υ = sint άπό 

ΧρησLμΟΠΟLοuντες τήν (45), εχομεν 

J
t=Π/4 

1= 1=0 2costsint.J{(-sint)2+{cost)2}dt (50) 

f π/4 . [ COS 2t]Π/4 1 
= sln 2t dt = - -- = -. 

Ο 2 ο 2 
(51) 

παράδειγμα 9. Ύπoλoγ~σατε τό 

Ι =fc (χ2 _ Υ2) ds, (52) 



Έδm Υ = +/(4-χ 2 ) διd τ6 μ~ρoς τ~ς ~ όπερdνω του 

Tmv χ. Συνεπmς 
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αξονος 

(53) 

Όμοίως Υ = -/(4-χ 2 ) διd τ6 μέρος της C κdτω~εν του αξονος Tmv χ 

και έξ αύτου 

dy χ 

dx = .J(4-x2)' 
(54) 

Χρησιμοποιουντες τήν- (44) έχομεν λοιπόν 

(55) 

(56) 

17.5. Συνεκτικότης 

E~ς τήν tπομ~νην παρdγραφον καί ~~ς μερικdς ~πoμένας ~d χρειασ~m 

μεν τήν έννοιαν της συνεκτικότητος περιοχης η πεδίου. Ή ίδ~α αύ­

τή άνήκει ε~ς τ6ν κλάδον της τοπολογίας ή όποία άσxoλε~ται μ~ τό 

ένυπαρχον σχημα περιοχων καί σωμάτων, Μία έπίπεδος περιox~ R κα-

λε~ται άπλmς συνεκτική έdν κά~ε άπλη κλειστή καμπύλη C κειμένη 

είς τήν R δύναται vd συσταλ~ συνεχως ε~ς σημεCον (ίδέ Σχ. 17.11 

(α». Έdν όμως ή R περιέχη όπήν (Σχ. 17.11 (β», τότε δέν εcναι 

(α) (β) (γ) 

Σχ. 17.11. 

δυνατόν vd συσταλ~ ή C2 χωρίς vd έγκαταλείψη τήν περιοχήν R. uo_ 
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μως ή καμπύλη Cl δύνατα~ νά συσταλη ε~ς σημε~oν. Ύπάρχουν λo~­

πόν δύο εLδη καμπυλων ε~ς τήν περ~oxήν αύτήν, έκείνα~ αί όπo~α~ 

δύνανται νά συσταλοϋν κατά τρόπον συνεχη είς σημειον καί έκείναι 

αί όπo~α~ δέν δύναντα~ νά συσταλουν ε~ς σημείον. To~αυτα~ περ~­

oxα~ λέγoντα~ δ~πλ~ς συνεκτ~κα~ έπε~δή ~ά σύνορά των &ποτελοΌν -

τα~ άπό δύο δωφορεηκά μέρη. ΌμΟLως μLα περ~oxή μέ δύο όπάς 

(Σχ. 17.11 (γ)) καλε~τα~ τρ~πλ~ς συνεκτ~κή δ~ότ~ τά σύνορά της 

άπoτελoυντα~ άπό τρ~α δ~αφoρετ~κά μέρη. Έδ~ αί καμπύλα~ C2 MaL 

C3 δέν δύναντα~ νά συσταλοΌν συνεx~ς εις σημεία χωΡLς νά έξέλ­

~oυν της περ~oxης R. Γεν~κεύoντες τήν εννo~αν μ~ας περ~oxης μέ 

(ν-1) όπάς καλοΌμεν αύτήν ν-πλ~ς συνεκτ~κnν (η ένLοτε, άπλ~ς,πoλ­

λαπλ~ς συνεκηκή). 'Ανάλογον έnχεLρημα ~σxύε~ δ~ά τήν έnφάνε~­

αν σφαLρας (ή όΠΟLα εCνα~ άπλ~ς συνεκτ~κή) κα~ δ~ά τήν του δα­

κτυλίου (tοrus),(ή όπo~α δέν εcνα~ άπλ~ς συνεκτ~κή)(ιδέ Σχ. 17.12). 

άπλ~ς συνεκτ~κή 
έπ~φάνε~α 

Σχ. 17.12. 

ox~ άπλ~ς συνεκτ~κή 
έπ~φάνε~α 

17.6. Έιιικαμnύλια Όλoκλ~τα ΆνεΕάρτητα του Δρόμου 

ΕLδομεν εις τά τελευταία παραδε~γματα oτ~ οταν τά &ρx~κά MaL τε­

λ~κά σημεία έπ~καμπυλ~oυ όλοκληρώματος παραμένουν στα~ερά,ή τ~μή 

του όλοκληρώμqτος έξάρτατα~ &πό τόν έκλεγέντα δρόμον μεταζύ τ~ν 

σημεLων. Έν τoύτo~ς, αύτό δέν συμβαίνε~ πάντοτε. Ύπo~έσωμεν 0-

τ~ ή F(x,y) εcνα~ μoνότ~μoς MaL συνεχής συνάρτησ~ς τ~ν χ MaL 

Υ μέ μoνoτ~μoυς κα~ συνεxε~ς πρώτας παραγώγους εLς τ~να περ~oxήν 

R του έπ~πέδoυ ΧΥ. Ύπo~έσωμεν έΠLσης oτ~ ή C εcνα~ καμπύλη κε~­

μένη έξ όλοκλήρου εις τήν R ή όπo~α όρ~ζετα~ παραμετρ~κ~ς ύπό 
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εcναι τό άρχικόν καί τελικόν σημεϊον του όλoκληρώματoς~ άντιστοί-

χως. τότε τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα του όλ~κoυ δ~αφoρ~κoυ συν­

τελεστου της F εcνα~ 

f
dF = fdF dt = ~(OF dx + oF dY) dt = fOF dx+ oF dy 

dt J οχ dt ΟΥ dt ΟΧ ΟΥ 

= F(t2)-F(Iι) = F(X2' Y2)-F(x l , Υι)· (57) 

τό άποτέλεσμα αύτό έξαρτατα~ μόνον άπό τήν τ~μήν της συναρτήσεως 

εLς τό άρx~κόν και τελ~κόν σημειον και ox~ άπό τήν έξισωσ~ν της 

δ~αδρoμης C. ΕLς τήν εLδ~κήν περίπτωσ~ν οπου C εcνα~ μία άπλη 

κλε~στή καμπύλη εLς τήν περ~oxήν R, τότε τά Α καί Β συμπίπτουν 

καί έξ αύτου 

1 dF dt = Ο, (ή 1 dF = Ο). 
Jc dt J (58) 

τώρα παρατηρουμεν oτ~ έάν μια συνάρτησ~ς F(x,y) δύνατα~ νά εύρε-

-\1η οϋτως ωστε 

Ρ( ) 
_ oF(x, Υ) 

Χ,Υ - οΧ ' Q( ) 
_ oF(x, Υ) 

Χ,Υ -
ΟΥ 

τότε τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα 

ι {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} 

-\1ά εCνα~ άνεξάρτητον της δ~αδρoμης C. 

Έπι πλέον δύνατα~ νά άπoδε~x-\1η oτ~ έάν OL Ρ(Χ,Υ), 

εχουν συνεχεις παραγώγους εLς τήν περ~oxήν R, καί ή R εcνα~ 

πλως συνεκτ~κή περ~oxή, τότε ή συν-\1ήκη 

οΡ(Χ, Υ) oQ(x, Υ) 
ΟΥ οχ 

(59) 

(60) 

. 
α-

(61) 

ή όποία πρoκύπτε~ άπό τήν (59) δ~'άπαλo~φης της F(x,y), εcνα~ μία 

άναγκαια καί ίκανή συν-\1ήκη ~να τό (60) εCνα~ άνεξάρτητον του δρό­

μου C. Έάν ομως ή R δέν εcνα~ άπλως συνεκτική, ή (61) δέν έξα­

σφαλίζε~ τήν άνεξαρτησιαν άπό τήν δ~αδρoμήν (Lδέ Παράδε~γμα 11). 
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Δυνάμε~α έπίσης νά άποδείξωμεν oτ~ έάν τό 

f {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} 

ε~να~ άνεξάρτητον της δωδρομης είς τήν 

περ~oxήν R, τότε 

fc {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} = Ο 

Σχ. 17.13. 
δ~Όλας τάς άπλας κλε~στάς καμπύλας C 

είς τήν περ~oxήν R. Kα~Ότ~ (ίδέ Σχ.17. 

13) 

1 {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} = f {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} 
~ Λ~& 

κάτω δρόμου 

+f {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy}, 
Β"" Α , 

ανω δρόμου 

= Ι~B5P(X, Υ) dx+Q(x, Υ) dy}-Ι~B. {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy}. 

κάτω δρόμου ανω δρόμου 

'εάν ομως τά δλoκληρ~μα~α άπό Α μέxρ~ Β ε~να~ άνεξάρτητα της 

κoλoυ~oυμένης δ~αδρoμης μεταξύ των σημείων τούτων, τότε τά 

κληρ~ματα είς τήν (63) ε~να~ Lσα. 

"O~εν 

fc {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} = Ο. 

Άντ~~έτως, εύκόλως άπoδε~κνύετα~ oτ~, έάν 

fc {Ρ (Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} = Ο 
δ~Όλoυς τούς κλε~στoύς δρόμους C ές τήν περ~oxήy R, τότε τό 

f{p(X, Υ) dx+Q(x, Υ) dy} 

ε~να~ άνεξάρτητον του δρόμου είς τήν R. 

παράδειγμα 10. τό ό~κλήρωμα 

(62) 

(63) 

, 
α-

δλο-

(64) 

(65) 

(66) 



1= I~ (Υ cosx dx+sin χ dy) 

εGναι άνεξάρτητον του δρόμου του συνδέοντος 

ε:πειδή 

ορ(χ, Υ) = oQ(x, Υ) = cos χ. 
ΟΥ ΟΧ 
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(67) 

π π 
τά Α ( Ο , Ο ) ,Β ( """4 ' 4 ) 

(68) 

Συνεπως ή ύπό όλοκλήρωσιν συνάρτησις ε~ς τήν (67) πρέπει νά τ 
ει-

ναι όλικόν διαφορικόν συναρτήσεώς τινος. Ευκόλως διαπιστουται 0-

τι 

f (π/4, π/4) [](Π/4, π/4) 
1= d(y sin χ) = Υ sin χ 

(ο, Ο) (ο, Ο) 

π 

= 4.j2· 

Παράδειγμα 11. τό όλοκλήρωμα 

(70) 

εCναι άνεξάρτητον του δρόμου C εLς κά~ε άπλως συνεκτικήν περιο -

χήν μή περιέχουσαν τήν άρχήν έπειδή 

οΡ(χ, Υ) _ oQ(x, Υ) _ Υ2_χ2 

ΟΥ ΟΧ (χ2 + Υ2)2 (71) 

έκτός εLς τό (0,0). Έπομένως (Lδέ (64» 

ι =1 (-Υ dx+x dY) = ο 
Jc χ 2+Υ 2 (72) 

εLς έκάστην περιοχήν του εCδους αυτου, διΌλας τάς άπλας κλει-

στάς καμπύλας C. 

τώρα δυνάμει της (71) ή ύπό όλοκλήρωσιν συνάρτησις της 

(70) πρέπει νά εcναι όλικόν διαφορικόν. Πράγματι, ευκόλως συνάγε 
υ 

ται οτι 

(73) 

οπου θΑ xaL θΒ εcναι aL τιμαL των πολικων συντεταγμένων θ ε~ς τά 

άρχικά xaL τελικά σημε~α της C (Α xaL Β, άντισΤΟLχως), (Lδέ Σχ. 

17.14 (α». Δι'άπλας κλειστάς καμπύλας θΒ = θΑ xaL ή (73) δLδει 
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και πάλιν τήν (72). 

τώρα έστω ή διπλως συνεκτική περιοχή έμφαινομένη ε~ς τό Σχ. 

17.14 (β). Έάν C εcναι τυχοϋσα κλειστήκαμπυλη, τότε κατά μηκος 

της C ή θ μεταβάλλεται κατά 2π' o~εν 

Ι=2π. 
(74) 

Έν γένει, κατά ταϋτα,τό Ι δέν ε~ναι άνεξάρτητον τοσ δρόμου 

είς αύτήν τήν διπλως συνεκτικήν περιοχήν. 
Υ 

χ 

(α) 

Σχ. 17.14. 

17.7. Έπικαμτιύλια ΌλΟΗ.ληι:::χψατα είς τΌv X6:p)v 

A~ ~δέαι των τελευταιων έξη παραγράφων εύκόλως δύνανται νά 
. 
επε-

κτα~oυν ε~ς όλοκληρώματα κατά μηκος γραμμων καC καμπυλων ε~ς τόν 

τριδιάστατον χωρον. Δέν ~ά δώσωμεν ομως λεπτομερειας ε~ς τήν πα- . 

ρουσαν παράγραφον άλλά παραπέμπομεν ε~ς τά Προβλήματα 6, 7 και 8 

ε~ς τό τέλος του κεφαλαΙου. 

17 .8 • Δ ι τιλδ. ΌλοκλΓρώματα 

τά διπλα όλοκληρώματα όρΙζονται γεωμετρικως κατά παρόμοιον τρό -

πον ώς ώρCσ~η τό ώρισμένον όλοκλήρωμα κατά Riemann ε~ς τό Κεφ.4, 

§ 4.1 (β). Ύπo~έσωμεν ότι ή f(x,y) εcναι συνεχής μονότιμος συν­

άρτησις των Χ και Υ τόσον ε~ς τό έσωτερικόν όσον και ε~ς τό σύν­

ορον C μιας όρ~ογωνCου περιοχης R του ΧΥ-έπιπέδου. Ύπo~έσωμεν έ­

πCσης οτι ή R περιορΙζεται άπό τάς εύ~ειας 

χ = α, χ = b, Υ = c, Υ = d (75) 

οπου α, b, c, d εCναι στα~εραι (~δέ Σχ. 12.15 (α)). τότε έάν τό 

διάστημα (α,b) διαιρέ~η ε~ς m μέρη ούτως ωστε 



α( = Χο) < χι < Χ2 < ... < Xm-l < b( =xm) 

κα~ τό δLάστημα (c,d) δLαLρε~η εLς n μέρη ούτως ωστε 

c( = Υο) < Υι < Υ2 < ... < Υπ-ι < d( = Υπ), 
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(76) 

(77) . 
ή πεΡLοχή R δLαLρε~ταL εLς mn όρ~oγων~oυς σΤΟLχεLώδεLς έΠLφανε~­

ας έμβαδου δ~s (r = 1,2, •.• m, s = 1,2, ... η) οπου 

δR,. = (Χ,-Χ,-ι)(Υ.-Υ._ι) = δχ, δΥ._ (78) 
< 

Έν συνεχε~q έκλέγομεν τυχόν σημε~oν μέ συντεταγμένας (ξΓ' ns) ; 

κε~μενoν εLς τό rs όρ~ογώνLον ΤΟLουτον ωστε 

Χ,-ι ;:;;; ξ,;:;;; X r}_ 

Υ.-ι ;:;;;'1.;:;;; Υ. 

θεωρήσωμεν τώρα τό δLπλουν α~ΡΟLσμα 

π m 

Σ Σ Ι(ξ" η.) δRr._ ,= 1 r::::: 1 

(79) 

(80) 

Έάν τό ΟΡLον του ά~ρo~σματoς οταν άμφότερα τά m κ.α~ n τε~νoυν 

εLς τό απεLρον εCναL άνεξάρτητον του τρόπου δLαLρέσεως των (a,b) 

κα~ (c,d) (Lδέ (76) κα~ (77», κα~ έπ{σης του τρόπου έκλογης των 

σημε~ων (ξΓ' ns) έντός του δRrs , τότε, ύπό τήν προϋπό~εσLν 

δRrs -+ Ο, τό 
m n 

1 = lim Σ Σ Ι(ξ" '1,) δR" 
m .... co'-l'-l 
n .... co 

υ OTL 

(81) 

καλε~ταL δLπλουν όλοκλήρωμα της συναρτήσεως f έπ~ της πεΡLοχης R 

κα~ συνή~ως γράφεταL 

1= Ιj(Χ,Υ)dR= ffR!(X, Υ) dx dy (82) 

(δυνάμεL της (78». ΔύναταL νά άποδεLΧ~~, ύπό τήν προϋπό~εσLν 0-
TL τό ΟΡLον (81) ύπάρχεL, OTL τουτο εcναL άνεξάρτητον του τρόπου 

κατά τόν όποιον τά m καί n τείνουν είς τό απειρον. Δυνάμε~α ούτω 

νά άκoλoυ~ήσωμεν τάς έξης δύο δLαδLκασ~ας. 

(i) ΔLά δο~εLσαν ΤLμήν του χ ε~ς τό δLάστημα α ~ χ ~ b πρω­

τον &~ΡO~ζoμεν τά σΤΟLχεLώδη έμ~αδά έντός της κατακορύ-
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φου λωρ~δoς PQ (~δέ Σχ. 17.15 (α» κα~ έν συνεχε~q ά­

%ΡO~ζoμεν ώς πρός κ δ~'όλας τάς δυνατάς κατακορύφους λω­

ρ{δας της R. τουτο άντ~στo~xεC ε~ς τό 

1= l~r~l {[:~~stl f(ξ"ηs)(Υs-Υs-ι)]cΧr-Χr - Ι)} (83) 

= I:~: {f:~:f(X,Y)dY}dX. (84) 

(ii) Δ~ά δο%ε'Cσαν ημήν του Υ ε~ς τό δ ~άστημα c < Υ .:5... C, πρω­

τον ά%ΡO~ζoμεν τάς στo~xε~ώδη έμβαδά έντός της όρ~ζoντ~­

ας λωρ~δoς ST (~δέ Σχ. 17.15 (α) και έν συνεxεί~ ά%ροι -

ζομεν ώς πρός Υ δ~'όλας τάς δυνατάς λωρίδας της R. τουτο 

άντιστοιχεϊ είς τό 

f'-d {f"-b } = y=c ,,=α f(x, Υ) dx dy . (86) 

d d 
Υ 

R 
Υ 

ο α b χ ο α 

(a) (b) 

Σχ. 17.15. 

E~ς τήν πραξ~ν ή έκλογή του αν ή όλoκλήρωσ~ς της f(x,y) %ά γ~ν~ 

πρωτον ώς πρός Υ κα~ έν συνεχε~q ώς πρός κ, ώς ε~ς τήν (84), η 

άντ~στρόφως, ώς ε~ς τήν (86), κα%oρίζετα~ έκ του πo~α έκ των δ~o 

δ~αδ~κασ~ων ECva~ άΠλουστέρα. 

'Εάν τώρα ή περ~oxή όλοκληρώσεως R δέν ECva~ όρ%oγών~oν άλ­

λά περ~oxή φρασσομένη ύπό κλ~~στης καμπ~λης C (~δέ Σχ. 17.15(β» 

τότε άκολου%ουμεν Tnv έε;ίΊς μέ%οδον. 
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Ύπo~έσωμεν όη ή R όρΙζεται, ι.Jπό των έξι,σώσεων 

onou αί Yl, Υ2, Xl, Χ2 EGvaL συνεχεις συναρτήσεις των 
, , 
αντι,στοι, -

χων μεταβλητων. Τότε ά~ρoίζoντες πρωτον κατά μηκος της κατακορύ-

φου λωρίδος PQ καί έν συνεxεί~ έφΌλων των δυνατων 

λωρίδων της R, λαμβάνομεν τήν άνάλογον της (84) 

κατακορύφων 

1= f f(x, Υ) dR = fX=b {f"Y = Υ2(Χ) f(x, Υ) dY} dx. (87) 
R χ=α Υ=Υ,(Χ) 

'ομοίως ά~ρoίζoντες πρωτον κατά μηκος της όρι,ζοντίου λωρίδος ST 

καί έν συνεxεί~ έφΌλων των δυνατων όρι,ζοντιων λωρίδων της R,λαμ­

βάνομεν τήν άνάλογον της (86) 

1= f f(x, Υ) dR = fY=d {f
X

=X2(Y) f(x, Υ) dX} dy. 
R y=c x=xl(y) 

(88) 

Έν γένεΙ.", ι.Jπό τήν πρoϋπό~εσι,ν ότΙ." ή f(x,y) εcναι, συνεχής έντός 

της R καί ότΙ." τό σύνορον της R εcναι, μία άπλη καμπύλη, τά όλο­

κληρώματα (87) καί (88) εcναι, τά αύτά. 

Τελι,κως σημει,ώνομεν ότΙ." ή γραφή ή όποία άποφεύγει, τήν χρη­

σι,ν άγκυλων ε~ς τάς (87) καί (88) εcναι, νά γράψωμεν τήν (87) π.χ. 

ώς 

f
X=b fY=Y2(X) 

dx f(x, Υ) dy. 
Χ-α Υ=)'Ι(Χ) 

Ή γραφή αύτή ~ά xρησι,μoπoι,η~~ έπί τό πλεCστον ε~ς τά έπόμενα. 

17.9. Ίδιότητες Διπλωv Όλοκληρωμάτων 

Ύπo~έτoμεν ε~ς τήν παρουσαν παράγραφον (έκτός έάν λεx~η τό 
, 
αν-

Τί~ετoν) ότΙ." τά όρι,α της όλοκληρώσεως εcναι, πάντοτε πεπερασμένα 

ούτως ώστε ή R εcναι, φραγμένη περι,οχή. τό πρόβλημα της συγκλίσε-

ως ένός δι,πλου όλοκληρώματος όταν ή R δέν εcναι, φραγμένη εcναι, 

εν πολύ περι,σσότερον δύσκολον πρόβλημα άπό τό του συνή~oυς ώρι,­

σμένου όλοκληρώματος κατά Riernann μέ άπέραντον περι,οχήν όλοκλη -
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ρώσεως, xaL ώς έκ τούτου δέν ~ά συζητη~η ένταυ~α. 

'Εάν ~ f(x,y) xaC Α g(x,y) ε~ναι δύο συνεχεtς xaL μονότιμοι 

συναρτήσεις ε~ς τήν R, τά άκόλoυ~α ·άποτελέσματα δύνανται νά άπο­

δειx~oυν χρησιμοποιουντες τούς βασικούς όρισμούς του διπλου όλο­

κληρώματος, δo~έντας ε~ς τήν (81). 

(α) f Ι {J(x, y)+g(x, Υ)} dx dy 

= f fRf(X, Υ) dx dy+ f Ι g(x, Υ) dx dy, (89) 

(6) f Ι cf(x, Υ) dx dy = c f Ι f(x, Υ) dx dy, (c =στα~ερά ) (90) 

(c) f Ιι(χ, y)dx dy = f Ι!(Χ,Υ)dΧdΥ + f f R/(X, Υ) dx dy, 

(91) 

οταν ~ R διαιρε~η ε~ς δύο μέρη Rl ·xaL R~ (~δέ Σχ. 17.16). 

Υ 

Ο :ι: Ο :ι: 

Σχ. 17.16. Σχ. 17.17. 

17.10. Παραδείnιατα Δι,τιλWν ΌλοκληΡ:ι:μάτων 

παράδειnια 12. ΎπολογLσατε τό διπλουν όλοκλήρωμα 

1= f Ι (2χ2 + Υ) dx dy, (92) 

οπου R ε~ναι Α περιοχή Α όρΙζομένη ύπό της εύ~εLας Υ = χ xaL της 

καμπύλης Υ = χ 2 (~δέ Σχ. 17.17). 

Μ έ ~ ο δ ο ς 1. πρωτον όλοκληρώνομεν ώς πρός t κατά μηκος 

της λωρίδος PQ ~εωρoϋντες τήν χ ώς στα~εράν, xaL έν συνεχεLq 

όλοκληρώνομεν ώς πρός χ ούτως ωστε Α PQ κινηται άπό άριστε-
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ρά πρός τά δεξLά καλύπτουσα όλόκληρον τήν πεΡLοχήν R. Κατ'αύ 

τόν τόν τρόπον (κατά τήν (87» 

1 = fX=1 dx fY=x (2χ2 + Υ) dy 
Χ=Ο Υ=χ2 

(93) 

1 = dx 2x2J1+L f χ= 1 [ 2]Υ-'=Χ 

Χ=Ο 2 Υ=χ2 
(94) 

(95) 

-
Μ έ ~ ο δ ο ς 2. Κατ'αύτήν όλοκληρώνομεν πρωτον ώς" πρός χ κατά 

μηκος της λωΡLδος ST ~εωρoυντες τήν Υ ώς στα~εράν καL έν συν 

εχεL~ όλοκληρώνομεν ώς πρός Υ ούτως ώστε ή ST νά ΚLνηταL κα­

τακορύφως καλυπτουσα όλόκληρον τήν πεΡLοχήν R. Είς τήν πεΡL­

πτωσLν αύτήν (έπεLδή χ = Υ καL χ = ΙΥ εcναL α~ έξLσώσεLς των 
συνΟΡLακων καμπυλων της R μέ τήν Υ ώς άνεξάρτητον μεταβλητήν) 

εχομεν (κατά τήν (88» 

1=fY=1 dyfx=VY (2x2 +y)dx 
Υ=Ο Χ=Υ 

(96) 

fY=1 [2χ3 ]χ=ν;ι 
= dy -+ΧΥ 

Υ=Ο 3 Χ=Υ 
(97) 

= f Ι (5Υ3/2 _ 2Υ3 _ Υ2) dy =1 
033 6 

(98) 

ώς εϋρομεν καL βάσεL της Mε~όδoυ 1. 

παράδε~γμα 13. ΎπολογLσατε 

1= ι: dy f:
OS

-' Υ secxdx, (cos- t Υ<πΙ2), 

άλλάσσοντες τήν σεLράν όλοκληρώσεως. 

Είς προβλήματα του εCδους αύτου δLευκολύνεL πάντοτε ή σΚL­

αγράφησLς της πεΡLοχης όλοκληρώσεως. ΈπεLδή ή χ μεταβάλλεταL ά­

πό Ο μέΧΡLς cos-1y καL ή Υ μεταβάλλεταL άπό ο μέΧΡLς 1,εcναL προ­

φανές OTL ή πεΡLοχή όλο κληρώσεως πεΡLΟΡLζεταL ύπό των εύ~εLων χ= 
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= ο, Υ = Ο καί τη!; καμπύλη!; Υ = cosx αδέ Σχ. 17 .18) • 'Εκ τη!; 

(99), 
, 

" 
, 

όλοκλήρωσι,!; ώ!; πρό!; πρέπεΙ., νά γίνη πρωτον ω!; εχεΙ." η Χ κα-

τά μηκο!; τη!; λωρίδο!; PQ. 'Ίνα άλλάξωμεν τήν σει,ράν όλοκληρώσεω!; 

πρωτον όλοκληρώνομεν ώ!; πρό!; Υ κατά μηκο!; τη!; λωρίδο!; 8Τ καί δεύ­

τερον όλοκληρώνομεν ώ!; πρό!; Χ κι,νοϋντε!; τήν 8Τ έξ άρι,στερων πρό!; 

τά δεξι,ά καλύπτοντε!; οϋτω όλόκληρον τήν περι,οχήν. Κατ'αύτόν 

τρόπον ή (99) γίνεταΙ., 

, 
τον 

Ι
"=ΠΙ2 fY=cos" 

1= dx secx dy 
%=0 Υ=Ο 

(100) 

= Υ sec χ dx = dx = -. Ι "Ι2 [ ]Y=cos" Ι"Ι2 Π 
Ο Υ=Ο Ο 2 

(101) 

Ή άλλαγή τη!; σει,ρα!; όλοκληρώσεω!; εCναι, 

συνή~ω!; ενα!; χρήσLμο!; τρόπο!; άποφυγη!; 

Τ 

" 

Σχ.17.18. 

πολυπλόκων όλοκληρωμάτων, ώ!; εύκόλω!; έπαλη~εύεται, έδω δι,'όλοκλη­

ρώσεω!; τη!; (99) άπω!; εCναι,. 

παράδειγμα 14. Ώ!; άνεφέρ~η ένωρίτερον ή άλλαγή τη!; σει,ρα!; όλο­

κληρώσεω!; ένό!; δι,πλοϋ όλοκληρώματο!; δέν εCναι, πάντοτε έπι,τρεπτή 

και έξαρταταL (μεταξύ άλλων) άπό τό κατά πόσον ή πρό!; όλοκλήρω 

σι,ν συναρτήσεω!; f(x,y) εχεΙ., άσυνεχεια!; ει!; τήν περι,οχήν όλοκλη 

ρώσεω!; R. Πρό!; δι,εuκρίνLσLν τούτου,'δίδομεν τό κατωτέρω παράδει,-

γμα 

(102) 

οπου ή πεΡLοχή όλοκληρώσεω!; R εcναι, ή όρ~oγώνι,o!; έπι,φάνει,α ή πε­

ρι,ΟΡLζομένη ύπό των εύ~ει,ων Χ = ο, Χ = 1, Υ = Ο, Υ = 1. θέτοντε!; 

Χ+Υ = u, εύκόλω!; εύρίσκομεν Ι =+. Τώρα άλλάσσοντε!; τήν σει,ράν 
όλοκληρώσεω!; εί!; τήν (102) εχομεν 

l' = f 1 dy f 1 Χ-Υ 3 dx, 
Ο Ο (Χ+Υ) 

(103) 

τό όποϊον οταν Χ+Υ 
1 = u μας δ~δει ι' = -~. Συνεπω!; Ι + ιΌ Ση-
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μεLωτέον ομως OTL ~ υπό όλοκλήρωσLν συνάρτησLς 

Χ-Υ, 
f(x, Υ) = -( )3 (104) 

Χ+Υ 

εχεL άσυνέχεLαν έπί του συνόρου της R είς τό σημεLον (0,0) καί 

τό άποτέλεσμα αύτό δέν εcναL έντελως άπροσδόκητον. 

παράδειγμα 15. ΔLπλα όλοκληρώματα συνή~ως χρησLμεύουν εLς τόν υ­

πολογLσμόν έμβαδων καί Ογκων. Έπί παραδείγμαΤL, τό όλοκλήρωμα 

(105) 

προφανως άνΤLπροσωπεύεL τό έμβαδόν της R, κα~Όσoν τό dxdy ε~ναL 

ούσLασΤLκως τό έμβαδόν ένός τυΠLκου άπεLροστου 6ρ~oγωνίoυ crTOL -

χείου είς τήν R. Όμοίως έάν ή f(x,y) εcναL συνεχής καί μονόΤL -

μος συνάρτησLς των χ καί Υ, ό ογκος υπό τήν έΠLφάνεLαν z=f(x,y) 

είς ΤΡLδLάστατον ΚαρτεσLανόν σύστημα συντεταγμένων (ίδέ Κεφ. 9, 

§ 9.1) κατακορύφως ϋπερ~εν μLας πεΡLοχης R του ΧΥ-έΠLπέδου ίσου­

ταL μέ 

ΙΙ Ζ dx dy = ΙΙι(χ, Υ) dx dy (106) 

(OYXOL υπεράνω του ΧΥ-έΠLπέδου λογίζονταL ώς ~ETLXOL καί οι κά­

τω~εν αύτου άρνηΤLκοί). 

Πρός δLασάφησLν της χρήσεως δLπλων όλοκληρωμάτων, ~εωρήσω­

μεν τό άκόλoυ~oν παράδεLγμα : ό κύλLνδρος χ 2+Υ2 = 2αχ (α = στα~ε­
ρόν) τέμνεταL υπό δύο έΠLπέδων Ζ = mx καί Ζ = ηχ (m,n στα~εραί)' 

εϋρετε τόν ογκον της σφηνός μεταξύ των δύο έΠLπέδων και του κυ-

λίνδρου (ίδέ Σχ. 17.19 (α)). 

Αύτό έΠLτυγχάνεταL καλύτερον είς δύο στάδLα. πρωτον υπολογίζομεν 

τόν ογκον ό όΠΟLος κεLταL κατακορύφως υπεράνω της κυκλLκης πεΡL­

οχης R του ΧΥ-έΠLπέδου, τόν όΡLζόμενον υπό χ 2+Υ2 = 2αχ (κέντρον 

(α,Ο)) καί κάτω~εν του έΠLπέδου Ζ = mx. Άπό τό άποτέλεσμα 
, , 

αυτο 

άφαLρουμεν τό άντίσΤΟLχον άποτέλεσμα δLά τόν ογκον ό όΠΟLος XEL-

ταL ϋπερ~εν της πεΡLοχης R και κάτω~εν του Ζ = nx. Ή οϋτως 
, 

ευ-
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ρ~σκoμένη δ~άφoρά άντ~πρoσωπεύε~ τόν ζητούμενον ογκον της σφη-

3 Υ 

z=mx 
R 

z=nx 

Χ 

Υ 

(a) 

Σχ .• 17.19. 

νός. Έργαζόμενo~ ούτω, εχομεν 

11 = ffR mxdxdy 

Ι
Χ=2α ΙΥ=ν'(2αΧ-Χ2) 

= 2m dx χ dy, 
Χ=Ο Υ=Ο. 

(όλοκληρουντες πρωτον ώς πρός Υ κα~ά μηκος του PQ ώς 

εLς τό σχ. 17.19 (β)). 

υΟ.(]εν 

Ι
2α 

11 = 2m ο x.j(2ax-x2) dx 

_ 2m ι:
α 

x.j{a2_(a-X)2} dx 

= 2m f:~a-U).j(a2_U2) du, 

Χ 

(107) 

(108) 

δ ε ~κ νύετα~ 

(109) 

(110) 

(111) 

onou u = α-χ. Θέτοντες u = asine, ή (111) εύκόλως ύnολογίζετα~ 

xaL 
(112) 

ΌμΟLως εύΡLσκομεν 

(113) 

Συνεπως ό ζητούμενος ογκος της σφηνός EGva~ π(m-n)α 3 (ύΠΟ-\Jέτοντες 



m > n). 

17 .ll • Θεψημα τοϋ Green 

Θεψημα 1. (Θεώρημα του Green). 'Έστωσαν Ρ(Χ,Υ) κα~ QXx,y) 

συναρτήσε~ς πεπερασμένα~ κα~ συνεχεϊς εLς τό έσωτεΡLκόν κα~ 

39 

δύο 
, , 
επ~ 

του συνόρου C μ~ας περ~oxης R του xy-έπ~πέδoυ. Έάν aL πρωτα~ 

μερ~κα~ παράγωγo~ των quναρτήσεων αύτων εGνα~ συνεχείς έντός κα~ 

έπ~ των συνόρων της R, τότε 

ΙΙ {ΟΡ(Χ, Υ) oQ(x, Υ)} dx dy = _1 {Ρ(Χ, Υ) dx+Q(x, Υ) dy}. 
R ~ ~ ~ 

(114) 

Ή κλάσ~ς των περ~oxων R εLς τάς όπo~ας τό ~εώρημα του Green 

εGνα~ έφαρμόσ~μoν εGνα~ πολύ μεγάλη κα~ οϋτως δέν ~ά άσxoλη~ωμεν 

μέ περ~πτώσε~ς οπου δέν έφαρμόζετα~. Μολαταυτα, xάρ~ν άπλότητος, 

~ά άπoδε~ξωμεν τήν (114) μόνον δ~ά μ~άν περ~oxήν R οπου τό σύν­

ορόν της C εGνα~ μ~α άπλη όμαλή κλεωτή καμπύλη ( Lδέ σχ. 17.15 

(b». Τώρα κατά τήν (87) 

ιι _οΡ_(,-Χ-,-" Υ'-'.) dx dy = fX=b dx fY=Y'(X) ΟΡ(Χ, Υ) dy 

R ΟΥ x=a Υ=ΥΙ(Χ) ΟΥ 

'ομοίως άπό τήν (88) 

f

X=b [ JY=Y2(X) 
= Ρ(Χ, Υ) dx 

x=a Υ=ΥΙ(Χ) 

=J::: {Ρ(Χ, ΥΖ(Χ» dx-P(x, Υι(Χ» dx} 

= - ι: Ρ(Χ, Υι(Χ» dx-ι: Ρ(Χ, ΥΖ(Χ» dx 

= -§c Ρ(Χ, Υ) dx. 

ΙΙ oQ(x, Υ) fy=a fX=x,(y) oQ 
-=-~'-'- dx dy = dy - dx 

R ΟΧ y=c Χ="Ι(Υ) ΟΧ 

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

(120) 
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= Id {Q(X2(Y), Υ) dy-Q(xI(Y)' Υ) dy} 

= ι: Q(X2(y), Υ) dy+ ι: Q(xI(y), Υ) dy 

=tc Q(x, Υ) dy. 

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

υΟ6εν &φαιροΌντες τ~ν (124) &π6 τ~ν (119) λαμβdνομεν τ~ν (114). 

MLa ε~δικ~ xaC σημαντικ~ περCπτωσις τοϋ θεωρ~ματoς τοϋ Green 

λαμβdνεται έdν 6έσωμεν Ρ(Χ,Υ) = Υ, Q(x,y) = -Χ. Τοιουτοτρ6πως 
ή (114) δLδει 

2 f Ι dx dy = -tc (γ dx-x dy), 

Α = f Ι dx dy = ~tc (χ dy- Υ dx), 

οπου Α εcναι τ6 έμβαδ6ν τ6 περικλει6μενον ύπ6 της C. 

ΌμΟLως α~ (119) xaL (124) δLδουν 

Α = f Ι dx dy = -tc Υ dx 

xaL 

(125) 

(126) 

(127) 

Α = f f R dx dy =tc χ dy, (128) 

&ντιστοLχως. (Td &ποτελέσματα αύτd έδ66ησαν XWPLS &πόδειξιν ε~ς 

τ~ν § 17.3. (42». 

τό έπ6μενον παρdδειγμα διευκρινLζει τ~ν χρησιν τοϋ θεωρ~ -

ματος τοϋ Green. 

Παράδειγμα 16. Πρός ύπολογισμόν τοΌ 



41 

Ι =tc {(3χ- Υ) dx+(x+2y) dy} (129) 

περί τό σύνορον της έλλείψεως χ 2+4Υ 2 = 9 γράφομεν (έπειδή Ρ = 
= 3Χ-Υ, Q = χ+2Υ). 

tc {(3Χ-Υ) dx+(x+2y) dy} = - f Ι (-1-1) dx dy (130) 

= 2ΙΙ dx dy = 2Α, (131) 

απου Α εcναι τό έμβαδόν της έλλείψεως. Έπειδή ή ελλειψις εχει 
3 

ήμιάξονας a = 3, b =2' εχομεν 

9π 
Α = παb = -, (132) 

2 

καί έξ αύτου 

1= 9π. 

17.12. Μεταοχ.ηματισμοί είς Πολικάς Συντεταγμέ\.Ό.ς διά ΔιτιλCi 

, Ολοκλ'η:ώματα 

(133) 

E~ς τόν χειρισμόν διπλων όλοκληρωμάτων έπί μιας περιοχης R της ό­

ποίας τό σύνορον C έκφράζεται ε~ς πολικάς συντεταγμένας (Γ,θ) 

(απου Χ = rcose, Υ = rsine) εcναι συνή~ως εύκολώτερον νά διαιρέ­

σωμεν τήν R είς στοιχειώδη μή όρ~oγώνια έμβαδά δR διά γραμμων 

στα~ερoυ r καί θ (~δέ Σχ. 17.20). Τοιουτοτρόπως τό στοιχειωδες 

έμβαδόν δR τό όπo~oν άντιστoιxε~ ε~ς τό έμβαδόν δΧδΥ όρ~oγωνίoυ 

διά Καρτεσιανάς συντεταγμένας δLδεται κατά προσέγγισιν ύπό της 

δR-:::. r δθ δr. 

Συνεπως έάν Ι άντιπροσωπεύη τό διπλουν όλoκλήρωμ~ συναρτήσεως 

f(x,y) έΠL μιας περιοχης Rxy του ΧΥ-έπιπέδου τότε συναρτήσει πο­

λικων συντεταγμένων 

1= ιι f(x, Υ) dx dy = ιι f(r cos θ, r sin θ) r dθ dr, (134) 
Rx)l R,.e 

όπου Rre εcναι ή περιοχή του Γθ-έπιπέδου 
t 

η 
, -
αντιστοιχ ουσα 
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τό Rxy • Ή όρ~ότης της (134), ή όποt.:α έχει.. έξαx~η άπό μLαν κα~α-

Υ 

χ 

Σχ. 12.20. 

ρως δι..αι..σ~ητι..κήν αποψι..ν, ~ά δει..x~~ ε~ς τήν έπομένην παράγραφον 

ΈΠL του παρόντος, λαμβάνομεν ώς δεδομένην τήν ~σxύν της κ"αL 

δει..κνύομεν τήν χρησι..ν της δι..ά μερι..κων παραδει..γμάτων. 

Παράδειγμα 17. ΎπολογLσατε τό 

(135) 

οπου R ή περι..οχή ή περι..ωρι..σμένη ύπό του κύκλου χ 2+Υ2 = 1. Μετα­

σχηματt.:ζοντες είς πολι..κάς συντεταγμένας έχομεν, έπει..δή χ = rcose 

Υ = rsine 

I=ff (l-r)rdedr 
R r • 

(136) 

= de (1-r)rdr=(2π) - =-. Ι
8=ΖΠ ΙΓ=Ι (1) π 
8=0 r=O 6 3 

(137) 

Παράδειγμα 18. Ύπολογt.:σατε τό 

1= f Ι χ dx dy, (138) 

οπου R εCναι.. ή περι..οχή ή περιωρι..σμένη ύπό της καμπύλης 

r = 2a(1+cose) (ίδέ Σχ. 17.21). 

Έκφράζοντες τό Ι είς πολι..κάς συντεταγμένας έχομεν 



Υ 

χ 

Σχ. 17.21. 

ιι Ι
θ=2Π fr=2Q(l+COSO) 

] = r cos θ r dθ dr = dθ r2 cos θ dr, 
R θ=Ο r=O 

= -- r3 dθ Ι
θ=ΖΠ COS θ [ Jr=2Q(l+CO.OJ 

θ-Ο 3 r-O ' 

-- (Ι+cοsθ)3cοsθdθ=lΟπα 3• 8α 3 f 2π 
3 Ο 

παι:όδειγμcι 19. 'Έν ένδ~αφέρoν όλοκλήρωμα τό όπο'Cον δέν 

νά ύπoλoγ~σ~η δ~ά στo~xε~ωδων με~όδων Ecva~ τό 

] = !σα> e- x2 dx. 

MLa μέ~oδoς άντ~μετωΠLσεως αύτοϋ Ecva~ νά γράψωμεν 

] 2 (ιω -χ2 d)2 Ια> -χ2 d Ια> _Υ2 d = e Χ= e Χ e Υ 

Ο Ο Ο 

-f α> d f (j) _(χ2 +Υ2) d - ΙΙ _(χ2 +Υ2) d d - Χ e Υ - e χ Υ, 

Ο Ο R"y 
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(139) 

(140) 

(141) 

δύνατα~ 

(142) 

(143) 

(144) 

οπου ή περ~oxή όλοκληρώσεως Rxy Ecva~ όλόκληρον τό πρωτον τεταρ­

τημ6ρ~oν του xy-έπ~πέδoυ. 

Mετασxηματ~ζoντες τήν (144) εLς πoλ~κάς συντεταγμένας, εύ­

ΡLσκομεν 
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(145) 

Ι θ=Π/2 ΙΓ='" ΙΠ/2 [ J'" = de e- r2r dr =. -t e- r2 de 
0=0 Γ=Ο Ο Ο 

(146) 

=π/4. (147) 
''ο-&ε ν τελι,κως 

] = f'" e- x2 dx = ";π. 
Ο 2 {148) 

Σημει,ωτέον στι, αί Rxy καί Rre εcναι, άπερι,όρι,στοι, (μή φραγμέναι,), 

πραγμα τό όποtον δέν συμβαίνεΙ., μέ τάς περι,οχάς είς τάς όποίας ά­

νεφέρ~ημεν άνωτέρω. Δι,ά τουτο εcναι, προτι,μώτερον νά ένργήσωμεν 

προσεκτι,κώτερον ώς άκoλoύ~ως : 

Γράφοντες 

] = Iίm ια e-X' dx 
Q-+CX) Ο 

(149) 

εχομεν 
]2 = Iίm ια ια e-(X'+y2) dx dy. 

α"'''' Ο Ο . 

(150) 

Προφανως τό Ι: ι: e-(X'+Y') dx dy εcναι, άπλως τό όλοκλήρωμα της 
e-(x

2
+y2) έπί του τετραγώνου OABC πλευρας α (ίδέ Σχ. 12.22). τώ­

ρα έπει,δή ή ύπό όλοκλήρωσι,ν συνάρτησι,ς εcναι, ~ετι,κή δι,'Ολα τά τά 

σημεtα, τό όλοκλήρωμα αύτό πρέπεΙ., νά εΧQ 

μίαν τι,μήν κει,μένην μεταξύ της τι,μης του 

όλοκληρώματος έπί του τομέως OAC καί της 

τι,μης του όλοκληρώματος λαμβανομένου έπί 

του τομέως OST. 'Ό~εν 

Ι ΟΩΠ/2 de ΙΓ=α e-r'r dr < ια ια e-(x,+,2) dx dy 
8=0 Γ=Ο Ο Ο Σχ. 17.22. 

χ 

Ι
Ο=ΠI2 ΙΓ=αν'2 

< de e-r'r dr. (151) 
θ=Ο Γ=Ο 

Kα~ώς τό α + ω, τά όλοκληρώματα έπί των δύο τομέων άμφότερα τεί-
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f "/2 f'" 
ο de ο e-" r dr, 

και συνεπωs; τό αυτό ί,σχύει και διά τό όλοκλήρωμα έπί τοϋ τετραγώ-

νου OABC. 

17.13. 'AλJ..λJ.yή Μεταβλητών είς Διπλά Όλοκληι::χΨατα 

Ό μετασχημαΤLσμόs; διπλων όλοκληρωμάτων άπό όρ~ογωνιουs; Καρτεσι­

ανάs; συντεταγμέναs; ELS; πολLκάs; συντεταγμέναs;~ δο~εLS; ELs; τήν τε­

λευταιαν παράγραφον, έβασισ~η έξόλοκλήρου έπι γεωμετρικοϋ συλ­

λογισμου. Τώρα διδομεν μιαν γενικήν άναλυτικήν μέ~oδoν μετασχη -

ματισμου διπλου όλοκληρώματοs; άπό εν σύστημα όρ~oγωνιων Καρτεσι-

ανων συντεταγμένων ELS; ΟLονδήποτε αλλο σύστημα. Πράγματι, ~ά 
, 
α-

ποδειξωμεν ότι έάν αL χ και Υ συνδέωνται μέ αύ~αLρέτουs; συντετα-

γμέναs; u και υ διά συναρτήσεων μετά συνεχων μερικων 

οvτωs; ωστε 
χ = x(u, v), Υ = y(u, υ) 

τότε 

παραγώγων 

(152) 

ιι f(x, Υ) dx dy = ιι ![x(u, v), y(u, v)] Ι a(x, Υ) Ι du dv. (153) 
11.... Ru • a(u, υ) 

οπου Ruu εcναL ή περιοχή όλοκληρώσεωs; ELS; τό uυ-έΠLπεδον ή άντι­

στοιχοϋσα ELS; τήν περιοχήν όλοκληρώσεωs; Rxy ELS; τό ΧΥ-έπίπεδον . 

Ή εκφρασLS; a(x, Υ)(ένίοτε συμβολιζομένη ύπό ;(χ, Υ)) καλεϊ.Τάι Ία-
a(u, υ) u, v 

κωβιανή του μετασχηματισμου τηs; (152) και όρίζεται ώs; 

a(x, Υ) = aχ . ay _ aχ . ay, (154) 
a(u, υ) au av av au 

αL κά~ετoι Ι Ι ELS; τήν (153) δεικνύουν οη πρέπει νά ληφ~\l τό μέ­

τρον (ή άπόλυτοs; ΤLμή)τηs; ΊακωβLανηs;. 

Διά νά άποδειξωμεν τήν (153), πρωτον ~έτoμεν 

f( ) - aF(x, Υ) 
Χ,Υ - , 

aχ (155) 
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όπου ή F(x,y) όρίζετα~ έντός καί έπί του συνόρου της Rxy . Άπό 

τό Θεώρημα του Green εχομεν 

ιι f(x, Υ) dx dy = ιι OF~:, Υ) dx dy = 1 F(x, Υ) dy, (156) 
Rxy Rx )' JCXY 

όπου Cxy εCνα~ ή περ~κλείoυσα καμπύλη (ύπoτ~~εμένη άπλη) της ~Y' 

τό έπ~καμπύλ~oν όλοκλήρωμα της (156) γράφετα~ καί ώς έπ~καμπύλ~oν 

όλοκλήρωμα ε~ς τό uυ-έπίπεδον ώς έξης 

1 F(x, Υ) dy = ±1 F[x(u, υ), y(u, υ)] (ΟΥ du+ ΟΥ dV)' ky %_ ~ & 
(157) 

ή έμφάν~σ~ς των δύο προσήμων (+) η (-) όφε~λετα~ ε~ς τό oτ~ " 0-

ταν ή Cxy δ~ανύετα~ κατά τήν ~ετ~κήν φοράν, ή C δύνατα~ νά δ~α­
uu 

νύετα~ κατά τήν ~εnκήν η άρνηnκήν φοράν. Ή (157) τώρα γράφετα~ 

1 F(x, Υ) dy = ±1 [P(u, υ) du+Q(u, υ) (ιυ], (158) 
JCXY Jcuv 

" οπου 

P(u, υ) = F[x(u, υ), y(u, υ)] ΟΥ 
ou 

[ ΟΥ Q(u, υ) = F x(u, υ), y(u, υ)] -. 
ου 

Έκ του ~εωρήματoς του Green 

(159) 

(160) 

1 {P(u, υ) du+Q(u, υ) dv} = ιι {oQ(U, υ) oP(u, υ)} du dv, (161) Jcuu Ruu OU ου 
ή όποία δ~ , άντ~καταστάσεως των (159) καί (160) ε~ς τό δεύ-

τερον μέλος της (161) δίδε~ 

fcuu {P(u, υ) du+Q(u, υ) dv} 

= ιι {.! F[x(u, υ), y(u, υ)]} Ο(Χ, Υ) du dv, 
R

uu 
ΟΧ o(u, υ) 

όπου ή Ο(Χ,Υ) όρίζετα~ άπό τήν (154). 
o(u, υ) 

Tελ~κως xρησ~μoπo~oυντες τήν (155) λαμβάνομεν 

(162) 
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1 {P(u, υ) du+Q(u, v)dv} =ff j[x(u, υ), y(u, υ)] Ο(Χ, Υ) dudv, (163) Jcuu Ru• o(u, υ) 

έκ δέ των (156) κα~ (158) επετα~ ή 

ΙΙ f(x, Υ) dx dy = ± ιι j[x(u, v), y(u, υ)] Ο(Χ, Υ) du dv. (164) 
R.,~ Ruu o(u, υ) 

Τώρα ~έτoντες f(x,y) = 1, τό άρ~στερόν μέλος της (164) δL­

δε~ τό έμβαδόν της Rxy τό όποCον ECw~ κατ ΌίJσ~αν ~εHκόν. Ώς 

έκ τούτου, έάν ή Ίακωβ~ανή ECw~ πάνοτε ~ετ~κή ε~ς τό R , τό uu 
(+) πρόσημον πρέπε~ νά ληφ~~ ε~ς τήν (164). ΌμΟLως έάν ή Ίακω-

β~ανή ECw~ πάντοτε άρνητ~κή ε~ς τήν R ,τό (-) πρόσημον πρέπε~ uu 
νά ληφ~~. 'Αμφότερα τά άνωτέρω περ~λαμβάνoντα~ έάν ή (164) γρα-

φf.) ώς 

ΙΙ f(x, Υ) dx dy == ιι j[x(u, υ), y(u, v)] \ Ο(Χ, Υ) \ du d~, (165) 
R,,~ Ruu o(u, υ) 

ή όπo~α εcνα~ ή ζητουμένη. 

ECw~ προφανές, oτ~ τό άπε~ρoστόν στo~xε~ωδες έμβαδόν 

dxdy ε~ς τό ΧΥ έΠLπεδον κα~Lστατα~ 

Ι ο (Χ, Υ) Ι du dv. 
o(u, υ) 

Παράδειγμα 20. Δo~έντων των μετασxηματ~σμων 

χ = r cos θ, Υ = r sin θ, 

εχομεν 

Ο(Χ, Υ) = οχ . ΟΥ _ ΟΧ • ΟΥ = r cos2 θ+, sin2 θ = r 
o(r, θ) or οθ οθ or . 

(166) 

(167) 

(168) 

Συνεπως τό στo~xε~ωδες έμβαδόν ε~ς τό rθ-έΠLπεδον τό άντ~στo~xoυν 

είς τό dxdy του ΧΥ-έπιπέδου είναι, δυνάμει της (166), 

rdrdθ 

ώς ευρέ~η ένωΡLτερον ε~ς τήν 17.12. 

υO~εν, γεν~κως 

(169) 
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ιι f(x, Υ) dx dy = ιι f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ. (170) 
Rxy RrD 

Παράδε~γμα 21. Δo~έντων των μετασχημαΤLσμων 

χ = U 2 _v2 , Υ = 4νν 

εύρCσκομεν 

Ο(Χ, Υ) = οχ. ΟΥ _ οχ ΟΥ = 2u. 4u+2v. 4υ = 8(U2+v2). 
o(u, υ) OU ου ου ou 

Συνεπως 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 17 • 

1. Ύπoλoγ~σατε τά κατωτέρω όλοκληρώματα 

(171) 

(172) 

(α) Ι (x2+2y)dx άπό (0,1) έως (2,3), οπου C εGναL ή εύ~ε'Cα 
Υ=Χ+1, 

. (b) Ι xdy άπό (0,0) έως (π,Ο), οπου C εGναL ή καμπύ­
λη 

2. Ύπoλoγ~σατε τό 

Ι {χ2Υ dx+(X2_ y 2) dy} 

άπό (6,0) έως (1,4) οπου (ί) C εGναL ή καμπύλη Υ = 4χ 2 , 

(ii) C εGναL ή εύ~εζα Υ = 4Χ. 

3. Δε~ξατε ΟΤL τό 

Ι {2Χ sin Υ dx+x2 
COS Υ dy} 

εGναL άνεξάρτητον της καμπύλης C κα~ ύπoλoγ~σατε αύτό 
, , 
απο 
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( ο, ο) εω ς (1, + ) . 
4. ΎnολογLσατε τό 

1c (Χ dy-y dx) 

πεΡL τήν καμπυλην χ = acos 3 t, Υ = asin 3t, (α = στα~ερά). 

5. ΎπολογLσατε τό 

. Ι (χ2-ΧΥ) ds 

άπό (0,4) εως (4,0), onou C εcναι ό κυκλος χ 2+Υ2 = 16. 

6. ΎnολογLσατε τό 

Ι (Υ2 dx+xy dy+zx dz) 

άπό Α(Ο,Ο,Ο) εως Β(l,l,l) όπου (i) C εcναι ή εύ~ε~α άπό Α ε­

ως Β, (ii) C εcναι ή τε~λασμένη γραμμή άπό Α εως Β ή άποτε -

λουμένη άπό τμήματα παράλληλα πρός τους αξονας Χ, Υ καL Ζ. 

7. ΔεLξατε ότι, έάν Ρ(Χ,Υ,Ζ), Q(x,y,z) καL R(x,y,z) εcναι συν­

εxε~ς καL μονότιμοι συναρτήσεις μέ συνεxε~ς καL μονΟΤLμους 

μερικάς παραγώγους, τότε ή συν~ήκη Lνα τό έπικαμπυλιον όλο­

κλήρωμα 

f c [Ρ(Χ, Υ, Ζ) dx+Q(x, Υ, Ζ) dy+R(x, Υ, Ζ) dz] 

περιοχήν R εcναι ή 

&~~~ ~~~~ ~~~~=M~~~ = , 
ΟΥ οχ ΟΖ ΟΥ 

oR(x, Υ, Ζ) οΡ(Χ, Υ, Ζ) 
_':""":"'::"":""'-'-= 

ΟΧ ΟΖ 

διά κά~ε σημε~oν της R. 

Έξ αύτου δεLξατε ότι τό 
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f ( Υ χ ΧΥ ) -dx+-dy- -dz 
c Ζ Ζ Ζ2 

εGναL άνεξάρτητον της δLαδρομης κα~ ύπoλoγ~σατε αύτό 

(0,0,1) έως (1,1,1). 

. , 
απο 

8. (i) ΎπολογLσατε τό έΠLκαμπuλLον όλοκλήρωμα 

οπου C εcνα~ τό σύνορον του μLκροτέρου κυκλικου τμήματος του 

κύκλου χ 2+Υ2 = 1 ώς προκuπτεL έκ της τομης του μέ τήν χορδήν 

Χ+Υ = 1. 

(ii) ΔεLξατέ OTL τό έΠLκαμπuλLον όλοκλήρωμα 

f (ΥΖ dx+zx dy+xy dz) 
PQ 

εGναL άνεξάρτητον της δLαδρομης όλοκληρώσεως xaL ύπολογίσατε 

αύτό οταν τά Ρ κα~ Q εGναL τά σημεϊα (1,1,2) κα~ (3,2,1),άν-

ΤLστοLχως. 

9. ΎπολογLσατε τά 

(α) ff(X2-4Xy _ y2)2 dx dy έΠL του έσωτεΡLκου του κυκλου 
χ2 +Υ2 = α2. 

(L.U.) 

(b) f f χ dx dy έπ~ του πρώτου τεταρτημΟΡLου της έλλεL-
ψεως 

10. Διά καταλλήλου μετασχηματισμου των μεταβλητων χ καί.Υ είς εν 

αλλο ζΕυγος μεταβλητων, ύπολογίσατε τό όλοκλήρωμα 

11. θέτοντες Χ = rcose, Υ = rsine, άποδεLξατε OTL 

f '" f'" e-(x2-2xJlCosιz+jl2)dx dy = ~ 
ο ο 2SlDIX 

(C.u.) 
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(Ο ~α < π). (C.U.) 

12. E~ς έκάστην των κατωτέρω, (α) ύΠΟλογίσατε τό όλοκλήρωμα,(β) 

σχεδιάσατε τήν περιοχήν όλοκληρώσεως, (γ) γράψατε τό όλοκλή­

ρωμα μέ τήν τάξιν όλοκληρώσεως άντεστραμμένην; (δ) ύπολογί­

σατε έκ νέου καί συγκρίνατε μέ τό (α) : 

(i) ι: dx f:-" dy, . 

Ι ι ιν" (iiί) ο dx " χΥ2 dy, Ι
Π/2 Ι2αCΟΙθ 

(ίν) dθ r2 cos θ dr. 
-π/2 ο 

13. Δείξατε, διά διαγράμματος, τήν περιοχήν έπί της όποίας τό 

άκόλoυ~oν όλοκλήρωμα έκτείνεται 

Μετασχηματίσατε ε~ς πολικάς συντεταγμένας καί έξ αύτου δεί­

ξατε οτι ή τιμή του όλοκλήρώματος εcναι 

14. Δι'άντικαταστάσεως 

α . h- l (b) -Sln -
b α' 

χ = α sin θ cos Φ, 

Υ = b sin θ sin Φ, 

η δι'έτέρας με~όδoυ, ύπολογίσατε τ6 

έντός της έλλείψεως 

καί ε~ς τό ~ετικόν τεταρτημόριον. 

(L.U.) 

(C.U.) 

15. (i) Μετασχηματίσατε ε~ς πολικάς συντεταγμένας καί ύπολογί -

σατε τό 



52 

(ii) Άντ~στρέψατε τήν τάξ~ν όλοχληρώσεως xα~ έξ αύτου 

πολογίσατε τό 

, 
υ-

dx ~dy. f l f2-" (L.U.) 
ο "Υ 

16. Δείξατε χρησLμΟΠΟLουντες εν δLάγραμμα τήν πεΡLοχήν έπί της 

όποίας τό δι~λoυν όλοκλήρωμα 

dy χ / e"+Y dx f l f2-Y + 
Ο )' χ 

έλήφ~η' έφαρμόσατε τόν μετασχημαΤLσμόν u = Χ+Υ υ =~ εLς , χ 

τό όλοχλήρωμα αύτό χαί δLά της με~όδoυ αύτης ή αλλης ύπο -

λογCσατε αύτό. (L.U.} 

17. ΆΠΟδείξατε σπ ό όγχος V ό έγχλεLόμενος ύπό της σφαίρας 

18. 

χ 2+Υ2+ Ζ 2 = α 2 χαί του χυλίνδρου χ 2+Υ2 = αΥ δCδεταL ύπό της 

του όλοχληρώματος λαμβανομένου έπί του χύΧλου χ 2+Υ2 = αΥ 
Μετασχηματίσατε τό όλοχλήρωμα εLς πολLχάς συντεταγμένας 

χαί έξ αύτου δείξατε oτ~ 

(L.U.) 

Δείξατε, xρησ~μoπo~oυντες τό ~εώρημα του Green, oτ~ έάν 
, 
η 

V(x,y) όρίζετα~ χαί ~xη συνεxε~ς πρώτας χαί δευτέρας μερ~-

Χάς παραγώγους έντός χαί έπί του συνόρου C μ~ας 

R, τότε 

f dV ιι (02 V OZV) - ds = -2 +-2 dx dy, 
c dn R οχ ΟΥ 

dV 
οπου dn εCνα~ ή παράγωγος της V ώς πρός τήν'πρός τά έξω 
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κά~ετoν ε~ς τυχόν σημεϊον της C καί s ECvaL τό μηκος του τό 

ξου έπί της C άπό ΤLνος αύ~αLρέτου σημείου. 

, " ., " 82V 82V 
ΔεLξατε εΠLσης OTL εαν - +- = Ο 

8χ2 8Υ2 • 

,., , , dV Ο ' - - C ' • γ' c:.. 
καL OTL εαν dn = κατα μηκος της ,τοτε η ELvaL στανε-

ρά έντός καί έπί του συνόρου της R. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 18. 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΣ ΓΑΜΜΑ ι ΚΑΙ ΣΥΓΓΕΝΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

18.1. Ή Συνάρτησις Γάμμα 

·οπως &κριβ~ς μ{ Tcis tλλειπτικciς συναρτ~σεις α~ όπo~αι &νεπτ6x~η 

σαν ε~ς τό Κεφ. 16, ή συνάρτησις γciμμα συν~~ως όρίζεται ύφ' ένός 

dλοκληρ~ματος. ~Oπως ~ci Cδωμεν ε~ς τ~ν έπομ{νην παράγραφον, όρι­

σμοί οχι μ{σ~ dλοκληρωμciτων ε~σαx~{ντες ύπό τ~ν Euler καί Weier­

strass εcναι auXVci χρήσιμοι. Έπί του παρόντος όρίζομεν τήν συν­

ciρτησιν rciμμα r(x) διci του 

Γ(χ) = Ι" t,,-1 e-t dt, (1) 

οπου, διci τήν σύγκλισιν του όλoκληρ~ματoς, ή Χ > Ο (~δ{ Κεφ. 4 , 

§ 4.8). Όλoκληρ~νoντες τ~ν (1) xaTci μ{ρη λαμβάνομεν 

Γ(χ+Ι) = Ι'" re-tdt=[ -tXe-]O"'+xJ: r-1e-tdt 

= χΓ(χ), (Χ > Ο). 

Χρησιμοποιουντες τ~ν &ναγωγικήν σχ{σιν οταν Χ = π, 
~ετικός &κ{ραιος ~ 1, έχομεν 

r(n+ 1) = nr(n) = n(n-1)r(n-1) = ... = n! Γ(l), 

ή dRoCa, έφΌσον xaTci τ~ν (1), 

δίδει τό σημαντικόν έξαγόμενον 

. 
οπου n 

(2) 

εcναι 

(3) 

(4) 



rcn+l) = n! 

παραγονΤLκης συναρτήσεως είς τήν όΠΟLαν άνάγεταL οταν ή Χ 

~εΤLκός άκέραLος. 

'Η ΤLμή της Γ( ~ ) άπαLτειταL συχνά καL δύναταL νά 
εύ~έως έκ του όΡLσμου 

55· 

(5) 

εύρε~'tl 

~έτoντες t = u 2 καL όλοκληρώνοντες. Συνεπως χρησLμΟΠΟLουντες τό 

άποτέλεσμα του Παραδ. 19, Κεφ. 17, λαμβάνομεν 

(7) 

Έν συνεχεC~ χρησLμΟΠΟLουντες τό άνωτέρω άποτέλεσμα λαμβάνομεν 
n 

τάς ημάς της συναρτήσεως δL 'Ωλας τάς ημάς του Χ =-Ζ ,n ~εη-

κός άκέραLος, βάσεL της άναγωγLκης σχέσεως (2). 

ΈΠL παραδεLγμαΤL, 

r(t) = tr(t) = .jπ, 
2 

Γ(2) = ~r(.l) = ~. ~Γ(1.) = 15 . .jπ. 
22222242 

σμόν της συναρτήσεως Γάμμα δL'άρνηΤLκάς ΤLμάς της Χ. 

γράφοντες τήν (2) ~ς 

λαμβάνομεν π.χ., 

Γ(Χ) = Γ(χ+Ι) 
Χ 

(8) 

(9) 

Πράγμαη 

(10) 

r(_t)=r(-t)= r(t) =~/π (11) 
(-t) (-t)( -t) 3"1· 

ΈΠLσης επεταL έκ της (10) OTL ή Γ(Χ) άπεLΡLζεταL δLά Χ = Ο καL 

~σαύτως δL'σλας τάς άρνηΤLκάς άκεραLας ΤLμάς του Χ. ΆξLζεL νά 
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τoν~σ~~ ότ~ α~ τ~μαί της Γ(Χ) δ~'άρνητ~κάς τ~μάς του χ δέν δίδον-

τα~ έκ της όλoκληρωματ~κης σχέσεως (1) άλλά έκ της άναγωγ~κης 

σχέσεως (10). τό δ~άγραμμα της Γ(Χ) δ~ά ~ετ~κάς καί άρνητ~κάς τ~ 

μάς του χ δε~κνύετα~ ε~ς τό Σχ. 18.1. ( Δ~ά πίνακας της Γ-συναρ-

τήσεως ~δέ Jahnke and Emde "πίνακες ·Συναρτήσεων". Dover 

cations, 1945). 

θά δείξωμεν πως μερ~κά όλοκληρώματα δύναντα~ νά 

σ~oυν τ~ βοη~είq Γ-συναρτήσεων. 

ι ι Υ , 
ι 

, 

'U 
, 

ι ι ι 
ι ι ι 

υ 
ι ι 

ι ι Ι Ι 
Ι ι Ι ι 

Ι ι ι ι 

ι ι ι Ι 

Ι -~ ι 
-1 -2 -1 Ο :ι: 

'Π Η 
ι ι 

ι 
ι Ι 
Ι Ι 
Ι Ι 
Ι ι 

Σχ. 18.1. 

παράδειγμα 1. Δ~ά νά ύΠΟλογίσωμεν τ6 όλοκλήρωμα 

1 = fo"" x S
-
2 e-x2 

dx 

~έτoμεν χ 2 = t καί λαμβάνομεν 

1 = !f"" t2- 1 e- t dt = ~Γ(3-1) = 2-1 Γ(2-1)= ~-1)(1-1)Γ(H) 
2 ο 2 2 2 

Publi-

ύπoλoγ~-

(12) 

1 
= 20(2-1)(Η)Γ(Ο-1)- (13) 

Έπε~δή άπό τούς πίνακας Γ(Ο.l) = 9.5135, ευρίσκομεν Ι = 1.10 ά­
κρ~βές ώς πρός δύο δεκαδ~κά ψηφ~α. 

Παράδειγμα 2. Δ~ά νά ύπολογίσωμεν τό 



-θέτομεν Χ 
-t = e χαΙ; λαμβάνομεν χρησιμοποιοϋντες τήν (8) 

1= Ι:Ι2 

(tan3 θ+tan5 θ) e-Ian
'

8 dθ 

τότε, -θέτοντες tan 2e = t, λαμβάνομεν 

ιι'" Ι Ι 1=- te-tdt =-Γ(2) =-. 
2 ο 2· 2 

18.2. Έ:ναλλακτικαί Moι:::xι:nί της Γ( χ) 

f>7 

(Ι4) 

(15) 

(Ι6) 

(17) 

UΕνας αλλος όρισμός της συναρτήσεως Γ(Χ) όφειλόμενος εΙς 

τόν Euler εGναι 

Γ(χ) = lim n.n • { ,Χ } 
n-+'" x(x+l) ... (x+n) 

Ή lχφρασις α~τή Ισχ6ει διά -θετιΧάς XaL dρνηΤΙΧάς τιμάς τοϋ 

XaL δειχνύει εύχρινως τά Ιδιάζοντα σημεία της Γ(Χ) εΙς τά 

(Ι8) 

Χ 

Χ = 
= Ο, -1, -2, ... καί οϋτω κα~'έξης. Δύναται έπίσης νά %εωρη~~ ί­

σοδ6ναμος τοϋ όρισμοϋ (1) διά Χ > Ο. Άπό τήν (18) ε~ΡLσχομενχαL 

πάλιν 

Γ(χ+Ι) = lim n.n 
{ 

, Χ+1 } 

n"'<X) (?C+l)(x+2) ... (x+n+l) 

l' nx n.n { , '" } 
= π~~ (x+n+1)· Χ(Χ+1) ... (x+n) 

{ } { ,Χ } = lim nx Iim n.n 
n-+'" x+n+l n-+", Χ(Χ+1) ... (x+n) 

= χΓ(χ). (19) 

Ό όρισμός τοϋ Euler δύναται έΠLσης νά γραφ~ χάπως διαφορετιχά 
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Γ(χ) = llim {nx fI (1+~)-Ι}, 
χ π->co m=l m 

(20) 

_1 = χ lim {n- x fI (1 +~)}, 
Γ(χ) π->co m=l m 

(21) 

., 
οπου 

(22) 

Πoλλαπλασ~άζoντες τό δεξ~όν μέλος της (21) έπ~ 1 ύπό τήν μορφήν 

1 = (lim e[1+<lI2)+<lI3)+ ... +(lInnXXlim fI e- xtm)' 
n-tco n-t-co m== 1 

(23) 

οϋτωs; ωστε 

_1 __ x(lim e[1+(lI2)+(lI3)+ ... ~<lIR)-lOB.nJx){lim fI (1+~)e-xIm}. 
Γ(Χ) π"'co n->com=l m 

(24) 

"Ομως άπό τό Κεφ. 5, § 5.3, 

lim (1+!+!+ ... +!-Ioge n) =-;, 
n->co 2 3 n 

(25) 

όπου γ εCνα~ ή στα%ερά του Euler (~ 0,577), κα~ ή (24) γ~νετα~ 

_1_ = xeYX Ii {(1+::)e-xtm}, 
Γ(χ) m=I m 

(26) 

co n 

οπου τό άπε~ρoγ~νόμενoν ΓΙ όρ~ζετα~ ώς lim ΓΙ. 
m=l n-tco m== 1 

Ή άνωτέρω εκφρασ~ς της Γ-συναρτήσεως εcνα~ γνωστή ώς όρ~­

σμός κατά Weierstrass. 

18.3. Ή Συνάρτησις Βητα 

Ή συνάρτησ~ς Βητα B(m,n) όρ~ζετα~ ύπό του όλοκληρώματος 

f
l . 

B(m, n) = Ο xm- 1(1_X)n-t dx 

τό όπo~oν συγκλ~νε~ έάν m > Ο, η > Ο. ΕCνα~ κατ'άνάγκην 

κή ώς πρός m κα~ η κα%'Οσον %έτοντες Ι-χ = u έχομεν 

(27) 

συμμετρ~-
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B(n,m)=f
l 

xn-t(l-x)m-tdx= -fO um - l(1-u)"-ldu 
. Ο Ι 

= B(m, n). (28) 

Μία έναλλαΚΤLχή μορφή της συναρτήσεως Βητα λαμβανομένη έκ της 

(27) ~έτoντες χ = sin 2e ε~ναL ή 

B(m, n) = 2 Ι:
Ι2 

sin2m- l θ cos2n - l θ dθ, 

έχ της όποίας συνάγεταL άναγωγLκός τύπος μεταξύ B(m,n) καί 

B(m-1 ,η-Ι). 'ολοχληρώνοντες κατά μέρη λαμβάνομεν 

Ι "Ι2 sin2m-l θ cos2n- l θ dθ = n-l Ι"Ι2 sin2m- l θ COS2.- 3 θ dθ, 
ο m+n-l ο 

καί συνεπως 

B(m, n) = 2 sin2m- l θ COS2n- 3 θ dθ n-1 Ι"Ι2 
m+n-1 ο 

n-1 Ι"Ι2 = 2 COs2m- l θ sin2n- 3 θ dθ 
m+n-1 ο 

2 (n-l)(m-l) Ι ΠΙ2 . 2n-3 θ 2m-3 θ dθ = sln cos 
(m+n-1)(m+n-2) ο 

= (m-l)(n-1) B(m-=-1, n-1). 
(m+n-l)(m+n-2) 

(29) 

(30) 

(31) 

υΟταν oC m χαί η ε~ναL άμφότεΡΟL ~εΤLκοί άκέραLΟL, έφαρμογή της 

(31) κατ' έπανάλ ηψL ν δ ίδεL 

B(m, n) = (m-1)!(n-1)! Β(1, 1), (32) 
(m+n-1)! 

απου άπό τήν (27), Β(l,l) = 1. ('ομοίως άπό τήν (29) ευρίσκομεν 
1 1 

Β( 2""'""2) = π). 

18.4. Σχέσις μετ~ύ των Συναρτήσεων Γάμμα καί Βητα 

Έκ των 

(33) 

λαμ βάνομεν 
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r(m)r(n) = Ι'" r- 1e-t dtfo'" s"-le-, ds 

== f f r- 1s"-le-(s+t) ds dt, 

(34) 

(35) 

οπου τό δLπλοuν όλοκλήρωμα άναφέρεταL ε~ς τό πρωτον τεταρτημόΡL­

ον του (S,t) έΠLπέδου. τώρα ~έτoντες t = u 2 , S = υ 2 xaC χρησL -

μΟΠΟLουντες τήν ΊακωβLανήν του μετασχημαΤLσμου (~δέ Κεφ. 17 , 

17.13 ) 

ds dt = (OS . ot _ os . ot) du dv = 4uv du dv, 
ου OU OU ου 

(36) 

δυνάμε~α νά μετασχημαΤLσωμεν τήν (35) εις τήν 

r(m)r(n) = 4f f u2m-lv2n-te-(u'+tι2) du dv. (37) 

ΧρησLμΟΠΟLουντες πολLκάς συντεταγμένας οϋτως ωστε u = rcose,u = 
= rsine xaC 

έχομεν 

du dv = J (U, v) dr de = r dr de, 
. r, θ 

r(m)r(n) = 4f f r2m+2n-t cos2m - t θ sin2II - t θ e-r' dr de 

f'" f"'2 == 4 ο r2m+2n-te-r' dr ο cos2m - t θ sin2II - t θ de 

= r(m+n)B(m, n). 

B(m, n) = r(m)r(n). 
r(m+n) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

τά άκόλoυ~α παραδεLγματα δεLκνuουν τήν χρησLν της συναρτήσεως 

Βητα εις τόν ύπολογLσμόν όλοκληρωμάτων. 



Παράδειγμα 4. 'Ίνα υπολογισωμε ν τό 

Ι f1 dx 
= Ο --Ι(Ι-χ4) 

άντ~κα~~στωμεν χ 4 = u, όπότε ή (44) γινετα~ 

ι = ~I 1 U-
3

/
4 

du = ~B(~ ~) = ra·)r(t). 
4 ο .J(l-U) 4 4'2 4r(t) 

και έπε~δή Γ(1/2) = Ιπ ή (45) γ~νετα~ 

1= --Ιπ . r(t). 
4 r(t) 

παράδειγμα 5. 'Ίνα υπολογισωμεν τό 

Ι
ΠΙ2 

ο .J(sin θ) de, 

~έτoμεν sin 2e = u και εχομεν 
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(44) 

(45) 

(46) 

f π/2 I(sin θ) de = ~I 1 u -1/4 du = ~B(Ά. J_) = r(t)r(t). (47) 
ο ν 2 0 .J(t-U) 24'2" 2Γ(!) 

Έπε~δή Γ(5/4) = 1/4Γ(1/4) και Γ(1/2) = Ιπ, ή (47) γινετα~ 

.J(sin θ) de = 2.Jπ _4 ~ 1-198. f"/2 Γ(Ά.) 

ο r(t) 
(48) 

18.5. Ή Συώρτησις Σφ::Χλματος 

Ή συνάρτησ~ς σφάλματος erf(x) όρΙζετα~ , , 
υπο 

2 f" . 
erf(x)= --ΙΠ ο e- u

' du (49) 

και προφανως άντ~πρoσωπεύε~ (παραλειποντες τόν παράγοντα __ 2_) τό 
2 Γπ 

έμβαδόν υπό τήν καμπυλην e-U άπό U = Ο μέxρ~ U = χ παρατη-

ροσμεν άμέσως oτ~ erf(O) = Ο και oτ~ erf(oo) = 1 (έπε~δή,κατά τήν 

( 7) fo
C:O e-u2 du -- --Ι2π). ' , "λ Το δ~αγραμμα της συναρτησεως σφα ματος δε~-

κνύετα~ είς τό Σχ. 18.2. 

Στενως συνδεδεμένα~ μέ τήν συνάρτησ~ν αυτήν εcνα~ αί συν­

αρτήσε~ς C(x) και S(x) (όλοκληρώματα Fresne1) όρ~ζόμενα υπό των 
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Υ 

1'0 - - - - - - - - -.- - -

Σχ. 18.2. 

Συνεπω~ 

Έάν ύπoτε~η ότι ή 

f" πu2 
C(x) = cos - du, 

ο 2 

f" πu2 
S(x) = sin - du. 

ο 2 

C(x)-iS(x) = f" e-I(n/2)u' du. 
.0 

f '" -αu' d 1JΠ e u = - -, 
ο 2 α 

Σχ. 18.3. 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

άλη~εύει σταν ό α εCναι μιγαδικό~, δυνάμε~α νά ύπολογCσωμεν τήν 

C(oo) καC S(oo) γράφoντε~ 

f'" cos ~ u2 du - ίΙ '" sin ~ u2 du = f'" e- I(n/2)u' du = _1_ 
ο 2 ο 2 ο. .J(2i) 

= t(1- ί). • (54) 

ΣυγκρCνοντε~ τά πραγματικά καC φανταστικά μέρη έκάστου 

τη~ (54) εχομεν 

f '" π f'" π ' 1 cos _u2 du = sin _u2 du =-. 
ο 2 ο 2 2 

Διαγράμματα των C(x) καC S(x) δεικνύονται ε~~ .ό Σχ. 18.3. 

μέλoυ~ 

(55) 
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18.6. Ό Τύπος τοϋ Stirling 

θά εύρωμεν τώρα μ~αν πρoσέγγ~σ~ν της συναρτήσεως Γ(x+1)δ~ά με­

γάλας τ~μάς του Χ. θεωρήσωμεν τήν 

κα~ εστω t = χ+τ/χ . Τότε 

Γ(χ+ 1) = f"" (χ+τ.jΧγ'e-<:ι:+·ν:ι:) . .jx dτ. 
-ν:ι: 

Γ(Χ+1) = f"" e-.ν:Ι:(1+~):Ι: dτ = f"" e-.ν:ι:+", 10'. [Ι + ων",)] dτ 
e-"'x",+t -ν", .jX -ν", . 

Έν συνεxε~~ άναπτύσσοντες τόν λoγαρ~~μ~κόν σρον εχομεν 

+ f"" e-'V"'+'"10s.[Ι + (./ν"')]dτ, 
ν", 

ή όπo~α δ~ά μεγάλας τ~μάς της Χ γράφετα~ ώς 

Γ(Χ+1) -f'" -tt'd - 1(2) 
t

- e Τ-ν Π. 
e-"'x"'+ _"" . 

Έάν τώρα Χ = η, οπου η εcνα~ ~ετ~κός άκέρα~oς τότε, έπε~δή 

Γ(η+1) = η!, λαμβάνομεν 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

Αύτός εcνα~ ό τύπος του Stirling δ~ά η! σταν τό η εcνα~ μεγάλος 

άρ~~μός,'H εύρεσ~ς της άλλης μορφης του τύπου 

n! = ..j(2n)e-nnn +t (1 + δJ, (62) 

οπου δη + Ο του η + 00 , άπα~τεϊ λεπτοτέραν τεxν~κήν. 

ΠΡΟΒΔ.ΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 18 • 

1. Έάν Γ(1,1) = 0,951, εύρετε τάς Γ(4,1) κα~ Γ(-3,9). 

2. Άπoδε~ξατε oτ~ 



64 

f"" ("-1 dt 
Ο (Ι + t)",+n = B(m, n), (m, n > Ο), 

κα~ έξ αύτου δε~ξατε στι 

f"/2 
Ο .J(tan θ) de = tB(!, t). 

3. ·Δε~ξατε στι 

rfn+l ) 

f"/2 . n .Jπ .L \-2-
(γ) sm XdX=2'~ )' 

ο ~+Ι 
2 

(β)f1.J(dΧ 3 =tB(t.t), 
ο Ι-Χ) 

4. Δε~ξατε στι ή τιμή του διπλου όλοκληρώματος 

f f Χ 2/3 y2/Sdx dy 

λαμβανομένου έπ~ του κύκλου χ 2+Υ2 = α 2 εcναι 

a46
/
1S r(i)r(-h-) 
Γ(Η) 

(L.U) 

5. Δo~έντoς στι διά μή άκερα~ας κα~ διαφόρους του μηδενός τιμάς 

του Χ 

sίn πχ "" ( χ2 ) -=Π ι--2 ' ΠΧ ",-1 m 

δε~ξατε, χρησιμοποιουντες τόν όρισμόν του Euler διά τήν Γ(Χ) 
υ 

οτι 

. π 

Γ(Χ)Γ(Ι-χ) == -.-. 
smπχ 

6. Άπό τόν όρισμόν του Euler της Γ(Χ) δε~ξατε στι , 

-{log. Γ(Χ+Ι)} = 1un 1og. n---- ... - , d .( Ι Ι Ι) 
dx n-+"" χ+Ι Χ+2 x+n+l 

κα~ έξ αύτου στι 



Υ = -{~Γ(X+1)} = fO (log. t)e- t dt. 
dx ",=0 '" 

7. Δε~ξατε, χρησLμΟΠΟLοϋντες τήν συνάρτησLν Βητα, OTL 

υ 

οπου 

( 1) ΙΠ/2 dθ 
F )2 = ο )(1--t-si--=n2-θ) 

εC~αL εν πληρες έλλεLΠΤLχόν όλοχλήρωμα πρώτου εCδους. 

8. Έάν 

Φ(Χ) = f'" e- t
' dt and φ(οο) =.)Π; 

ο . 2 

έπαλη~εύσατε τά άxόλoυ~α άποτελέσματα 

(α) 

( β) 

(γ) 

\ χ3 X S χ7 
Φ(Χ)=Χ--+---+ ... , 

3.1! 5.2! 7.3! 

Φ(Χ) = )π +fx e- t ' dt, 
2 '" 

f '" -t' d 1 -",' 1f'" 1 -t' dt e t = -- e -- "2 e . 
'" 2Χ 2 ",t 

Έξ αύτων η αλλως συμπεράνατε OTL 

9) θέτοντες χ = Υ εις τήν σχέσLν 

Γ(χ)Γ(Υ) = Β(Χ, Υ) = ΙΙ uχ-'ι(1_uγ-ι du, 
Γ(Χ+Υ) ο 

δείξατε ότι 

65 

(L.U.) 
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Έξ αύτου χρησιμοποιουντες τό άποτέλεσμα 

r(x)r{x+t) = 21-2% ,JπΓ(2Χ) 

(γνωστόν ώς "τύπος διπλασιασμου"), δε~ξατε ότι 

Γα-)Γ(-!-) = π,J2. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 19. 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΣ 

19.1. Ό ~ΝΏV τοϋ Ίραπε6ίου 

Άνεφέρ~η ε~ς προηγούμενα κεφάλαLα OTL ό ύπολογLσμός ενός όλο­

κληρώματος συναρτήσεL γνωστων συναρτήσεων εCναL πολλάΚLς άδυνα -

τος. ΠροσέΤL, ε~ς ώΡLσμένας πεΡLπτώσεLς ή ύπό όλοκλήρωσLν 

άρτησLς δvναταL νά όΡLσ~~ μόνον δLά συνόλου ΤLμων δLδομένων 

συν-

, 
εLς 

πLνακα. ΔLά νά άνΤLμετωΠLσωμεν τάς δυσκολLας αύτάς κα~LσταταL ά-

vayxaLa μLα άΡL~μηΤLκή μέ~oδoς δLδουσα κατά προσέγγLσLν τήν TL­

μήν του όλοκληρώματος. Προφανως μLα των άπλουστέρων με~όδων νά 

" , , Τ , , , , 'λ λ' r b f( )d 
εΠLτυχωμεν αυτο εLναL να ερμηνευσωμεν το ο οχ ηρωμα Ja χ χ 

γραφLκως (~δέ Κεφ. 4. Τ.1) ώς έμβαδόν μεταξύ της καμπύλης Υ = 
= f(x), του αξονος των χ xaL των εύ~εLων χ = α, χ = b κα~ νά 

, 
υ-

πολογLσωμεν τό έμβαδόν τουτο οσον άΚΡLβέστερον δυνατ6ν. ·Εστω,ώς 

παράδεLγμα, ή καμπύλη Υ = f(x), ώς δεLκνύεταL ε~ς τό Σχ. 19.1 . 

Έν συνεχεL~, δLά νά εϋρωμεν μLαν προσέγγLσLν του ζητουμένου έμ­

βαδου φέρομεν τάς εύ~εLας A'C' xaL C'B', κα~ ύπολογLζομεν τό ά­

~ΡΟLσμα των έμβαδων των δύο τραπεζ~ων ACC'A' κα~ CBB'C' Έάν 

τώρα ώς σημειον C έκλεγη τό μέσον του δLαστήματος (α,b),οϋτως ώ-

στε AC = CB, τότε 

έμβαδόνΑCC'Α' = ~(AA'+CC') = ~{f(α)+f(α;b)} (1) 

xaL έμβαδόν CBB'C' =~(CC'+BB')= ~{f(α;b)+f(b)}. (2) 
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Υ 

Α c Β 

Ο α c b χ 

Σχ. 19.1. 

'Ό~εν πρoσ~έτoντες τάς (1) καί (2) έχομεν 

(3) 

Ό άνωτέρω τύπος, συνή~ως γνωστός ώς κανών του τραπεζίου, δίδει-

μίαν καλήν προσέγγι-σι-ν της τι-μης του όλοκληρώματος σταν ή καμπύλη 

Υ = f(x) παρεκκλίνη έλαφρως άπό τάς εύ~είας A'C', CΈ~ "Οταν όμως 

α~ παρεκκλίσει-ς εΙναι- σημαντι-καί τότε δι-ά νά έπι-τύχωμεν μεγαλυτέ-
~ 

ραν άκρίΒει-αν συνη~ίζεται- νά δι-αι-ρουμεν τ& έμΒαδόν ύπό τήν καμπύ-

λην EL!; μεγαλύτερον (άρτι-ον) άρι-~μόν τραπεζίων μι-κροτέρου πλάτους 

καί έν συνεxεί~ έφαρμόζομεν τήν (3) δι-'έκαστον ζευγος. 'Ως παρά-

δει-γμα του κανόνος του τραπεζίου, ~εωρoυμεν τόν άρι-~μητι-κόν • υπο-

λογι-σμόν ένός άπλου όλοκληρώματος του όΠΟLου ή τι-μή εΙναι- άκΡι-Βως 

γνωστή. 

Παράδε ι. γμα 1. ' Εά ν 

fb f3 dx 
Ι = f(x) dx = 2' 

α 1 Χ 

τότε δLαι-ρουντες τήν περι-οχήν όλο κληρώσεως EL!; δύο μέρη 

Πλάτους h(=l) εχομεν έκ της (3) 

1 Κ 2 1) I~-{j(1)+2f(2)+f(3)}== 1+-+- =0·81. 
2 2 4 9 

Αύτη πρέπει- νά συγκρι-~~ μέ τήν άκρι-Βη τι-μήν 2/3. Μία 

(4) 

" εκαστον 

(5) 

καλυτέρα 



69 

προσέγγισις δύναται νά πρoκύψ~ διά διαιρέσεως του έμβαδου 
. , 
υπο 

τήν καμπύλην είς τέσσερα μέρη εκαστον πλάτους h(=1/2) καί έφαρμο-

μεν 

της (3) είς εκαστον ζευγος. Κατ'αύτόν , , t, 

τον τροπον ευρισκο-

1 = t. t{j(1)+2j(1·5)+j(2)}+t. t{j(2)+2j(2'5)+j(3)} 

=!{1+2+!}+!{!+~ +!} 
4 2·25 4 4 4 6·25 9' 

=0'70. 

(6) 

(7) 

19.2. Ό Κανών του 8imρson 

Μία καλυτέρα προσέγγισις του έμβαδου,ώςφαCνεται είς τό Σχ.19.1, 

δύναται νά ληφ~~ ώς άκoλoύ~ως. Ύπo~έσωμεν ότι χ 
, . 

= c ειναι η τε-

τμημένη του σημείου C οϋτως ωστε α = c-h, b = c+h. Έν συνεχείq 

γράφοντες χ = c+y, άναπτύσσοντες κατά Tay10r καί όλοκληρώνοντες 

εκαστον όρον ίδιαιτέρως λαμβάνομεν 

f
b fC+h fh 
α j(x) dx = c-h j(x) dx = _/(C+ Υ) dy (8) 

= fh {j(C) + yj(1)(C)+~ j(2)(C)+ ... +~j(r)(c)+ ... } dy 
-h 2. r. 

(9) 

{ 
h2j(2)(C) h4j(4)(C) h2Ί(2r)(c)} 

= 2h j(c)+ + + '" + + ... 
3! 5! (2r+1)!' 

(10) 

όπου, 
( ) drf - fr(), • , - ,,-

γενικως, c ειναι η τιμη του dxr εις το σημειον χ = 

= c. 

Τώρα, έφ'σσον άπό τήν σειράν Taylor έχομεν 

j(c+h) = j(c) + hj(1)(c) + h
2 

j(2)(C) + ... +~ j(')(c) + ... (11) 
2! r! 

επεrαι ότι ίσχύει καί ή 

j(c+h)+j(c-h) = 2{j(C)+ h
2 

j(2)(C) + h
4 

j(4)(C) + ... 
2! 4! 

+ h
2r 

j(2,)(C)+ ... }. 
(2r)! 

(13) 
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''ο-\7εν παραλε~πoντες όρους περι,λαμβάνοντας h Lι κα~ ύψηλοτέρας δυ-
, ., (1) , (1) " λ ' , f(2)( ) ναμει,ς του h ει,ς την Ο και, 3 και, απα ει,φοντες την c , 

εύΡLσκομεν τόν τύπον του Simpson 

Ι: !(Χ) dx ~ 2h{!(c) + ~; !(2)(C)} 

~ 2h{!(C)+ h2 (!(C + h) +!(C-h)-2!(C»)} 
3! h2 

• 

h 
= -{J(c-h)+4!(c)+!(c+h)}, 

3 

= ~{I(α)+4I( α;b)+!(b>} 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

τό εLσερχόμενον σφάλμα κατά τόν ύπολογι,σμόν του όλοκληρώματος 

προσεγγιστικως κατ )αύτόν τόν τρόπον εcναι τοιου'τον ώστε έάν 

Ι: !(Χ) dx = ~{f(α)+4f( α;b)+!(b)}+E, (18) 

τότε 

(19) 

" " , , f ( 3 ) (b) "α,' f ( 3 ) (α ) • , 
οπου, οπως και, προηγουμενως, " v αντι,προσωπευουν 

, , _ d 3f " , • , 
τας τι,μας του ~ οταν χ = b και, χ = α, αντι,στοι,χως. 

'Όπως κα~ μέ τόν κανόνα του Tραπεζ~oυ, συνή-\7ως λαμβάνομεν 

μ~αν περι,σσότερον άκρι,βη τι,μήν του όλοκληρώματος δι,αι,ρουντες τό 

εμβαδόν ύπό τήν καμπύλην μεταξύ χ = α κα~ χ = b είς μεγαλύτερον 

" άρι,-\7μόν (αρτι,ον) λωΡ~δων καL εφαρμόζοντες τήν (17)είς εκαστον 

δι,αδοχι,κόν ζευγος. Τοι,ουτοτρόπως εάν fQ,f 1 ,f 2 ,f 3 ,···f 1,f 
n- η 

ναι, αί τι,μα~ της f(x) είς τά χ = α, α+h, α+2h, ••. α+(k-1)h, 

α+kh(=b), δπ~υ k ε~ναι, αρτι,ος άκέραι,ος, τότε 

τ 
ει,-

'I>(X)dX~~{Jo+fn+4(f1+f3+'" +!n-1) 

+2(f2+!4+ .. , +!n-2)}' (20) 
ΈΠL παραδεLγματι" ό κανών του Simpson μέ πέντε τεταγμένας (ητοι, 

τέσσερει,ς λωΡLδες) εcναι, 
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(21) 

α δ έ Σχ. 19.2). 

Ο α b 

Σχ. 19.2. 

19.3. Έφαρμογαί του Κανόνος του Sirnpson 

Παρ:iδειγμα 2. θεωρουμεν τόν ύΠΟλογι.,σμόν άρι..~μητι/κως του όλοκλη­

ρώματος 

Ι ΠΙ2 dO (22) 
1= ο ~(1-tsin20) 

χρησι..μοποι..ουντες τόν κανόνα του Simpson μέ πέντε τεταγμένας. Ώς 

ώΡίσ~η ε~ς τό Κεφ. 16, § 16.1, τό όλοκλήρωμα εCναι.. τό πληρες έλ­

λει..πτι..κόν όλοκλήρωμα πρώτου εCδους Κ(1/12) του όποίου ή τι..μή 

(έκ πίνακος ληφ~ε~σα) εCναι.. 1,854. Δι..ά τήν έφαρμογήν του κανόνος 

του Simpson δι..αι..ρουμεν τήν περι..οχήν όλοκληρώσεως (0,π/2) ε~ς τέσ­

σερα μέρη ούτως ωστε h = π/8 καί ύπολογίζομεν τήν ύπό όλοκλήρω -
, f ( θ ) ( 1 . 2 θ ) -l~ , " - θ σι..ν συναρτησι..ν = 1- 2 sJ.n 2 ε ι..ς τα πεντε σημει..α = 

= Ο, π/8, π/4, 3π/8 καί π/2. 

Αί τι..μαί δίδονται.. κατωτέρω 

ο Ο π/8 π/4 Ι 3π/8 π/2 

j(O) 1·000 1·0387 1-1547 1-3206 1·4142 

VΟ~εν χρησι..μοποι..ουντες τήν (21) εχομεν 
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f"/2 de 
ο .J(1-t sin2 θ) 

~! . :t{1+ 1·4142+4(1·0387 + 1·3206)+2(Η547)} (23) 
3 8 

.;. !!.. χ 14·1608 
24 ' 

= 1-854. (24) 

Παράδειγμα 3. Δo~έντων των άκoλoύ~ων έννέα ζευγων ΤLμων (Χ,Υ) 

χ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
- ------------------
Υ ~061 2·312 2·819 3-106 3·670 4·721 6·103 7·950 9·942 

δυνάμε~α εύκόλως νά ύπολογCσωμεν f9 Υ dx χρησLμΟΠΟLουντες τήν ~20) 
, , ." 1 
ΕπεLδη n = 1 εχομεν 

f 9 Υ dx ~ !{2·061 +9·942+4(2·312+ 3·106+4·721 + 7·950) 
1 3 

.+2(2·819+3·670+6·1Ο3)} = 36·514. . (25) 

19.4. Mέθcδoς ΆναnτύEεω; εΙς Σειράν 

υΟταν μCα σuνάρτησLς f(x) δύναταL νά άναπτυx~η ώς δuναμοσεLρά 

της Χ, τότε ή όλοκλήρωσLς των έπC μέρους ορων ,- τ 
αυτης εLναL 

τρεπτή (~δέ Κεφ. 5, § 5.10) καC ό ύπολογLσμός του f !(Χ) dx 
, , 
qva-

γεταL ε~ς α~ΡΟLσμα σεLρας. Αύτό έπεξηγεLταL ύπό των κατωτέρω πα­

ραδεLγμάτων. 

παράδειγμα 4. ΔLά νά ύπολογCσωμεν τό 

l=flsinxdX 
ο χ 

χρησLμΟΠΟLουμεν τήν άνάΠΤUξLν κατά Maclaurin 
• χ3 χ5 χ7 

sιη χ == χ--+- --+ ... 
31 51 71 

(26) 

(27) 



73 

καί γράφομ εν 

Ι = f ι (ι-χ2 
+ χ4 _ χ6 

+ ... ) dx 
ο 31 51 71 

(28) 

= [x-~; + ~ - 3;;80 + ··1 (29) 

= [ι- :8 + 6~ .. .] ~ 0·946. (30) 

Μεγαλυτέρα άκρίβεια δυναται νά έπιτευx~~ δι'ά~ρoίσεως περισσοτέ­

ρων όρων της σειρας. 

παράδειγμα 5. Διά νά ύπολογίσωμεν τό 

άναπτύσσομεν τήν ύπό όλοκλήρωσιν συνάρτησιν χρησιμοποιουντες τό 

διωνυμικόν ~εώρημα καί εχομεν 

Ι = 2~2I: J{ι+α)3} dx 

= 2~2I: {ι+Ξ(Ξ)3 +Ξ( -υ~(ΞY + ... } dx. 

~O~εν όλοκληρώνοντες όρον πρός όρον εχομεν 

I=2~2[x+x4_~+ ... J2 
64 3584 ο 

= 2~2[2+!_.l+ ... ] ~ 6·25. 
4 28 

ΠρΡάδειγμα 6. τό έλλειπτικόν όλοκλήρωμα του ΠαραδεGγματος 2 

ναται έπίσης νά ύπoλoγισ~η διά της με~όδoυ άναπτύξεως κατά 

ρdν. "Ινα έπιτυχωμεν α6τό άναπτυσσομεν τήν ύπό όλοκλήρωσιν 

άρτησιν βάσει του διωνυμικου ~εωρήματoς 

Ι = f π/2 ----,-_d_e_::__ 
Ο ~(1- -t sin2 θ) 

καί λαμβάνομεν 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

δύ-

συν-

(36) 



'14 

(37) 

υO~εν όλοκληρώνοντες όρον πρός όρον κα~ χρησιμοποιουντες τόν τύ­

πον του Wallis 

Ι
Π/2 • n d (n-1)(n-3)(n-5) ... 3 . 1 π 

Slfi χ χ = .-, 
Ο n(n-2)(n-4) ... 4.2 2 

(38) 

οπου η εcναι αρτιος άκέραιος, εχομεν 

(39) 

Λαμβάνοντες μόνον τούς πρώτους τέσσερεις όρους εύρ~σκoμεν I~1,843, 

τό όποϊον εGναι άρκετά πλησίον της άκριβους τιμης 1,845 ( κατά 

προσέγγισιν χιλιοστου). ΕLς τό παράδειγμα αύτό ή όρον πρός όρον 

όλοκλήρωσις πρέπει νά δικαιoλoγη~η έπειδή ή σειρά εLς τήν (37) 

δέν εGναι δυναμοσειρά ώς πρός θ. Έπειδή όμως δι 'αύτό χρειαζόμε-

~α τήν εννοιαν τ~ς όμαλης συγκλ~σεως (Lδέ Κεφ. 5, § 5.11) ~ά 

πoδεx~ωμεν τήν όρ~ότητα του άνωτέρω χωρίς άπόδεΙξιν. 

ΠFΌBΛHMATA ΚΕΦ. 19 • 

, 
α-

1. Ύπoλoγ~σατε τά άκόλoυ~α όλοκληρώματα με' άκρ~βει,αν τριων δεκα­

δικων ψηφ~ων χρησιμοποιουντες τόν κανόνα του Simpson μέ 

πέντε τεταγμένας. 

Ι
Π/2 

(α) Ο .J (sin θ) de, (b) - .J(4+sin2 θ) de, 1ΙΠ/2 
π Ο 

fO'S 

(c) Ο e-X' dx, f3 dx 
(d) -1 4' 

2 +χ 

Ι
Π/2 

(e) Ο cos (cos θ) de, (f) Ι: .J(3+cos θ) de. 

Έπ~σης ύπoλoγ~σατε τά (β), (γ), (ε) και (ζ) μέ τήν αύτήν 
, 
α-

κριβειαν χρησιμοποιουντες τήν με'~oδoν άναπτ~ξεως κατά σειράν. 
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2. Έκφράσατε τό 

ι: (cos χ)3/2 dx 

ώς δυναμoσε~ράν του θ μέxρ~ 
, ".... «ι 

κα~ του ορου θ 5 t, t , . Ο.ξ]εν υπoλoγ~-

σατε τό όλοκλήρωμα μέ άΚΡLβε~αν τρ~ων δεκαδ~κων ψηφLων οταν 

θ = 2/3 
. , 
ακτ~ν~α . (C.U.) 

3. Xρησ~μoπo~oυντες τόν κανόνα του Simpson ύπολογLσατε τό 

άπό τά άκόλoυ~α ζεύγη τ~μων των (Χ,Υ) 

χ Ο 0-25 Ο-50 0-75 1-00 1-25 Ι-50 1-75 2·00 
----------------

Υ 1-31 2-41 3-04 2-97 2-16 1-80 0-75 0-13 0-04 

4. Ό τύπος Euler - Maclaurin δLδε~ (xρησ~μoπo~oυντες τόν συμβο­

λ~σμόν του τύπου Simpson (18». 

Β (,) (,) 
{ 

h,+l } 
- o~ (r+l)! ,+1 υπ -10 ) , 

r 

οπου Br εcνα~ o~ άρ~.ξ]μοL Bernoulli όρ~σ.ξ]έντες εLς τό 
, ,,, (r ) f (r ) 7' • , 

Προβλημα 12, κα~ οπου f n ' ο ε~να~ α~ τ~μα~ των 

πoλoγ~ζόμενα~ δ~ά χ = b xaL χ = α, άντ~στοLχως. 
Λαμβάνοντες h = 1 xaL παραμελουντες όρους μέ άρ~.ξ]μoύς 

Bernoulli πέραν του Β4, ύπολογLσατε τό 

f8 1 
2 dx-

4 Χ 

ΣυγΚΡLνατε τό άποτέλεσμα αύτό μέ τήν άκρ~βη τψήν του όλο­

κληρώματος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 20. 

ΣΕΙΡ ΑΙ FOURIER 

20.1 . Είσαγωγή 

E~ς τό Κεφάλαιον 6 ειδομεν πως ώρισμέναι συναρτήσεις δύνανται 

νά άναπτυx~oϋν εLς δυναμοσειράς διά των άναπτυγμάτων Taylor Ήαί 

Maclaurin. AL συναρτήσεις αύταί πρέπει νά εcναι συνεχείς Ήαι ά­

πειράΉις παραγωγίσιμοι ε~ς τό διάστημα συγΉλίσεως της δυναμοσει­

ρας. θά δείξωμεν τώρα οτι συναρτήσεις αL όποίαι ένδέχεται νά μή 

εCναι οϋτε παραγwγLσιμοι ούτε συνεχεις είς ώρισμένα σημεια ένός 

διαστήματος δύνανται νά παραστα~oϋν ύπό τριγωνομεΤΡΙΉης σειρας 

της μορφης 

aO+alcosx+a2cos2x+ ... +b I sinx+b2 sin2x+ ... 
2 

α co 
= ~+ Σ (α, cos rx+ b, sin rx), 

2 ,=ι 
(1) 

υ t ", "t "'Τ , 
οπου ο r λαμβανει αΉεραιας τιμας Ήαι αι αο,αr,br ειναι στα~εραι. 

ΈφΌσον ή (1) παραμένει άμετάβλητος μετά τήν άνΤΙΉατάστασιν της 

κ ύπό κ+2kπ, οπου k εcναι ενας άΉέραιος, αϋτη άντιπροσωπεύει 

Ήατ 'άνάγΉην περιο δι,Ήήν συνάρτησιν της κ "περιόδου 2π (~δέ Κεφ. 1, 

§ 1.3 ,Τ .1). Συνεπως Ήατά τήν συζήτησιν τοιούτων σειρων δυνάμε~α 

νά περιoρισ~ωμεν ε~ς τυχόν διάστημα πλάτους 2π' έΉλέγομεν έδω τό 

διάστημα 

-π < x;a; π. (2) 

Ύπo~έσωμε; ΟΤΙ ή f(x) εcναι μία αύ~αιρέτως όρισ~είσα συνάρτησις 
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είς τό διάστημα (2). Τότε έάν οί συντελεσταC αο,αr,br της (1) 

όρισ.(]ουν ύπό των 

1f" ao = - f(x) dx, 
π -π 

(3) 

ιιπ α, = - f(x) cos rx dx, (r = 1,2, 3 ... ), 
π -π 

(4) 

lf" b, = - f(x) sin rx dx, (r = 1, 2, 3 ... ), 
π -" 

(5) 

ή προΧύπτουσα σειρά χαλειται σειρά Fourier της f(x) οί δέ συντε­

λεσταC αύτης καλουνται συντελεσταC Fourier. τό α.(]ροισμα μιας σει 

ρας Fourier δέν εGναι άπαραιτήτως ισον μέ τήν συνάρτησιν έκ της 

όποCας έξήχ.(]η, αί δέ συν.(]ηκαι ύπό τάς όποCας ή σειρά Fourier της 

f(x) συγκλCνει πρός τήν f(x) ύπό τήν εννοιαν ότι 

α CX) 

I(x)=~ +Σ(a,cοsrχ+b,sίηrχ) 
2 ,=1 

(6) 

έξαρτωνται πολύ άπό τήν μορφήν της ύπό έξέτασιν συναρτήσεως. Κα­

τωτέρω δCδομεν ύπό μορφήν .(]εωρήματος ίκανάς συν.(]ήκας (τάς συν.(]ή­

κας του Dirichlet) τάς όποCας ή f(x) πρέπει νά ίκανoπoι~ ούτως 

ώστε ή (6) νά ίσxύ~. 

Θεώρημα 1. Ύπο.(]έσωμεν οτι ή f(x) εGναι ώρισμένη είς τό διάστημα 

-π < χ ~ π καC έπεκτεCνεται δι'αλλας τιμάς του χ συμφώνως της πε­

ριoδικη~ σχέσεως f(x+2kn) = f(x), όπου k εGναι άκέραιος. Τότε,έ­

άν είς τό -π < χ ~ π, ή f(x) εGναι μονότιμος καC συνεχής έκτός 

είς πεπερασμένον πλη.(]ος σημεCων χαC εχη μόνον πεπερασμένον άρι­

.(]μόν μΈ:ΥΙ:στων καC έλαχ Cστων, τότε ή σειρά Fourier συγκλCνει πρός 

τήν f(x) είς ολα τά σημεια του διαστήματος όπου ή f(x) εGναι 

συνεχής. Είς σημειον πεπερασμένης άσυνεχεCας, έστω χ = χο,ή Fou­

rier σvγχλCνει είς τήν τιμήν 

t lίm {Ι(χο+δ)+Ι(χο-δ)}, 
δ ... Ο 

(7) 
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ή όπo~α εCναι άπλως ή μέση τιμή των δύο όριακων τιμων της f(x) 

',>= 
-1Τ ο 1Τ Χ 

Ι 

Σχ. 20.1. 

όταν τό κ τεινη είς τό κο 
! 

, 
εκ δεξιων 

~αι ~ξ dριστερων. Πρός διευκρ~νισιν T~ς 

(7), ~εωρoϋμεν τήν συνάρτησιν f(x) 

ρΙζομένην ώς f(x) = Ο διά -π < Κ < Ο 

. 
0-

κα~ f(x) = 1 διά Ο < Κ < π. Τότε τό 

Κο = Ο εCναι εν σημειον πεπερασμένης d-

συνεxε~ας (ίδέ Σχ. 20.1) καί ώς έκ τούτου 

t lim {j(xo + δ)+ f(xo - δ)} = t(1 + Ο) ='t. (8) 
δ ... Ο 

Συναρτήσεις αί όποιαι ίκανοποιοϋν τάς συν~ήκας του Dirichlet (ώς 

διεTυπώ~ησαν είς τό θεώρημα 1) καλουνται τμηματικως όμαλαι συν­

αρτήσεις. 

20 .2 • Συντελεσταί των σε ι,ρδ':ιν Fourier 

Κατωτέρω ~ά δικαισλογήσωμεν τήν μορφήν των συν,τελεστων των σει -

ρων Fourier ώς δ~δoνTαι είς τάς (3), (4) κα~ (5). Διά νά ~ΠΙTύ 

χωμεν αύτό χρησιμοποιουμεν τά κατωτέρω dποτελέσματα τά όποια εύ­

ρ~σκoνTαι δι'dπ'εύ~εLας όλοκληρώσεως. 

Έάν r κα~ s εCναι ~εTΙΚO~ dκέραιοι ή μηδέν, τότε 

f {
Οότανrφs, 

π " 
COS rx cos sx dx = 2π ο τα ν r = s = ο, 

-π Π οταν r=s>O, 

(9) 

{
ο οταν r Φ s, 

f" sinrxsinsxdx=' Ο όταν r=s=O, 
-π Π οτανr=s>Ο, 

(10) 

f'" sinrxcossxdx=O δι 'ολα τά r καL S, 

-" 

(11) 

f" {Ο όταν r>O, 
cosrxdx= " 

_" 2π ο.ταν r = Ο, 
(12) 

f" ' 
-" sin τχ dx = Ο δ ι Όλα τά Γ. (13) 



Τώρα πoλλαπλασ~άζoμεν τήν σε~ράν (6) 

α '" 
j(x) = -.!1+ Σ (α, cos rx+b, sin rx) 

2 ,=1 

έΠL cos sx xaL όλοκληρώνομενάπό χ = -π εως χ = π. Τότε 

f
" f(x) cos sx dx = αοΙ" cos sx dx+f" cos sxS Σ α, cos rx} dx 
-a 2 -" -" Ι.ι 

+f" cos sxS Σ b, sin rx} dx. 
-π 1.1 
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(14) 

(15) 

Μέ' τήν πρoϋπό~εσ~ν oτ~ δυνάμε~α νά έναλλάξωμεν τήν τάξ~ν των πρά­

ξεων της όλο κληρώσεως καί της ά~ρoίσεως καί έν συνεxεί~ νά όλο­

κληρώσωμεν τήν σε~ράν όρον πρός όρον (πρβλ. παρατηρήσε~ς άφορώ -

σας τήν όμαλήν σύγκλ~σ~ν, Κεφ. 5, § 5.11), εχομεν 

f" f(x) cos sx dx = αοΙ" cos sx dx+ t {α,Ι" cos sx cos rx dX} 
_" 2 _" r 1 -" 

+ Σ {b,f" sin rx cos sx dX}. (16) 
Γ-Ι -,ς 

Xρησ~μoπo~oυντες τάς ~δ~ότητας των όλοκληρωμάτων δo~είσας ε~ς 

τάς (9) εως (13) συμπεραίνομεν oτ~ όταν s = ο, τό μoναδ~κόν μή 

μηδεν~ζόμενoν όλοκλήρωμα ε~ς τό δεύτερον μέλος της (16) εcνα~ τό 

πρωτον. 'Άρα ή (16) δίδε~ 

f
" f(x) dx == αο .2π η 
_" 2 

1f" αο == - f(x) dx 
π _" 

(17) 

οπως εLς τήν (3). υΟταν τό s εCνα~ δ~άφoρoν του μηδενός τό μόνον 

μή μηδεν~ζόμενoν όλοκλήρωμα του δεξ~oυ μέλους της (16)εύρίσκετα~ 

ε~ς τόν πρωτον &~ρo~σμα όταν s = Γ. ·O~εν xρησ~μoπo~oΌντες τάς 

(9) καί (16) λαμβάνομεν 

f:"f(X) cos rx dx == α,Ι:" cos rx cos rx dx = πα" 
ή όποία εCνα~ ή (4). 

(18) 

Δ~ά νά ύπολογίσωμεν τούς συντελεστάς Fourier br πολλαπλα -

σ~άζoμεν τήν (14) έπί sinsx καί όλοκληρώνομεν άπό χ = -π εως 
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χ = π. Έργαζόμενo~ όπως xaC δ~ά τούς αΓεύκόλως εύρ~σκoμεν 

f
" f(x) sin rx dx = brf: sin rx sin rx dx = πb .. 
-" " 

(19) 

ή όπo~α δLδε~ τήν (5). 

Σημε~ωτ{oν ότ~ o~ συντελεσταC Fourier αο xaL ~Γ δ~δόμενo~ 

ύπό των (3) καί (4) δύνανται νά έκφρασ~oϋν περισσότερον σuνεπτu-

γμ{νως ύπό ένός τύπου 

1f" α• = - f(x) cos rx dx, 
π -" 

(20) 

οπου r = Ο, 1, 2, .•• 

E~ς τήν συναγωγήν των συντελεστων Fourier ώς άνωτ{ρω εLΧΟ­

μεν σ~ωπηρως ύπo~έσε~ ότ~ ή f(x) εcνα~ συνεχής ε~ς τό δ~άστημα 

-π < χ < π. Έάν ή f(x) εcνα~ άσυνεχής δ~ά χ = χο, τότε o~ συν­

τελεστα~ Fourier πρέπε~ νά ύπoλoγ~σ~oυν δ~'ά~ροCσεως των όλοκλη­

ρωμάτων ε~ς τά δ~αστήματα συνεxε~ας τ~ς f(x). ΈπC παραδεCγματ~, 

ή αΓ δ~δε.τα~ ύπό της 

lf>:O 1f" α• = - f(x) cos rx dx+- f(x) cos rx dx 
π -π Π >:0 

μ{ παρομΟLας έκφράσε~ς δ~ά τά br xaL αο. 

Tελ~κως οταν ή f(x) εcνα~ η άΡΤLα η περ~ττή συνάρτησ~ς του 

χ ε~ς τό δ~άστημα -π < χ ~ π, τότε o~ συντελεστα~ Fourier άπλο­

πo~oυντα~ συμφώνως πρός τάς ίδ~ότητας των ώρ~σμένων όλοκληρωμά -

των α~ όποCα~ έδό~ησαν ε~ς τό Κεφ. 4, § 4.3. »Εχομεν 

(α). f(x) άρτCα f(x) =f(-x) 

1f" 2f" αο = - f(x) dx = - f(x) dx, 
π -" π ο 

(22) 

1f" 2f" α• = - . f(x) cos rx dx = - f(x) cos rx dx, 
π -" π ο 

(23) 

(r = 1,2,3 ... ) 

br=!f" f(x)sinrxdx=O, δ~ 'ολα τά Γ. 
π -" 

(24) 
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υ ,,;). ()' l' ,." ,. • , 
ΟΟι;;:ν εαν.η f χ ειναι μια αι:;>τια συναρτησι~, τοτε η αyτιστoιxo~ 

(Υε ~ΡdFς)urier άν~Ύεται ε~ ~ σειράν συνημιτόνου. 

(β) !(~)περιττή j(x)= ..... j(-x) 

lf" • αο ;ιι: -r j(x) dx ., Ο, 
, ",-οι 

(25) 

\ 1f= α, "'" - j(x) cos τχ dx == Ο δ ι • ολα τά r 
71: _" 

(26) 

b, = ~ f" f(x) sin τχ dx :;ο: ~ ί" j(x) sin τχ dx. 
" _" π J ο 

ι27) 

(τ = 1,2, 3 ... ). 

'Ό~εν έ,ν ή f(x}" ε~ναι μία περιττή συνάρτησις τότε ή άντίστoιxo~ 
, . ; ; 

σε,\.-ρά: j..Iετ~.τρείtετ~ι ε~~. σει"ράν ήμιτόνου • 

. zb~~~"·Ανς)ιιwt;ις;.1άτά Fourier 

~ιyμ:i 1. Εύρετε τήν σειράν Fourier ή όποία άντι.στοιχεϊ: ε~~ 

~~~ μ~ ίtεριoδιxήν (Υυνάρτηaιν f(x) = χ 2 ε~~ τό διάστημα -π~x~π. 

π~ωτpν tπεχτείνομεν τήν f(x) περιoδικω~ (ώ~ έπιβάλλεται έκ των 

. ~o.~tι~ψν Dirichlet) όΡίζ,ντε~ f(x+2kJt) = f(x) (~δέ Σχ. 20.2). Έν 

cruVExt~g Ιπειδή ή f(x) = ~2 ε{ναι άρτία συνάρτησι~ τοΌ χ ε~~ τό , '. 

δι~σ~.ημq .,..π < χ < 1t έχομεν, κατά τά~ (22), (23) καί (24), 
'\ .;' 

Υ 

-π Ο π 3π " 

Ι 
Σχ. 20.2. 

αο == - χ2 dx ::::;; -. 2f" 2π2 

π ο 3 
(28) 

4, == ;Ι:,κ2 cos rx dx (τ = 1,2,3 ... ) (29) 

Φ6 
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/"' 2 {[χ2 
sin rXJ" 2 f'" } = ; r ο -; ο Χ sln τχ dx (30) 

= 4 cos τπ = i ( -1)", 
r2 r2 

(31) 

κα ι: b,=O δL 'όλα τά Γ. (32) 

''ο-\1εν ή άντΙ:σΤΟLχος aELpd Fourier δΙ:δεταL, δυνάμεL της (6), 
, , 
υπο 

της 

(33) 

2 00 

= ~+4 Σ (-;-1)' cos
2
rx. 

3 ,=1 r 
(34) 

Ή σύγκλLσLς της (34) πρός 'τό χ 2 γΙ:νεταL ευκολώτερον άνΤLληπτή 

γραφLκως σχεδLάζοντες τά πρωτα μεΡLκά ά-\1ροίσματα, εστω 

π2 π2 π2 

81 = -3' 82 = - -4 cos Χ, 83 = --4 cos x+cos 2χ. 
3 3 

Αυτά δεLκνύονταL εLς τό Σχ. 20.3. 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ , , , , 

',~; , .... 

Υ 

.... ~ 

Σχ. 20.3. 

(35) 

ΈπεL6ή ή f(x) ε~ναL συνεχής ε~ς όλα τά σημεtα τοΌ δLαστήμα 

τος -π ~ χ < π, ή (34) LσχύεL παντου ε~ς τό δLάστημα. Έκτός τοΌ 

δLαστήματος αύτοΌ ομως ή (34) (ή όποΙ:α ε~ναL πεΡLοδLκή ώς πρός χ 

ώς δεLκνύεταL ύπό τοΌ Σχ. 20.2) δέν άνΤLπροσωπεύεL τήν συνάρτη -

σLν χ 2 • 

τά ά-\1ροΙ:σματα σεLρων συνή-\1ως δύνανταL νά ληφ-\10Όν έκ των ά-
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ναπτύξεων κατά Fourier λαμβάνοντες ύπΌψιν ε~δικάς τιμάς της χ 

έντός του διαστήματος όρισμοϋ. Έπί παραδείγματι, ~έτoντες χ=! π 

ε~ς τήν (34) εχομεν 

(36) 

(37) 

ΌμοCως, ~iτοντες χ = ο, εύρCσκομεν 

παράδειγμά 2. Εϋρετε τήν σειράν ή όποCα άντιπροσωπεύει τήν συν­

άρτησιν f(x) όρΙζομiνην ύπό 

!(X)={-COSX δι~ -Π~X<O 
cosx .δια O<x~π. 

Ή συνάρτησις αύτή εΙναι περιοδική ώς πρός χ (~δέ Σχ. 20.4) 

συνεπως ~κανoπoιε~ τήν σχέσιν περιοδικότητος f(χ+2kπ) = f(x) 

άπαιτε~ τό θεώρημα 1. Έπιπροσ~iτως αύτή 

Σχ. 20.4. 

εΙναι περιττή συνάρτησις του χ ε~ς τό διάστημα -π ~ χ ~ π 

, 
και 

ώς 

, 
και 

ε~ς τό διάστημα αύτό εχει πεπερασμiνην άσυνiχειαν διά χ = Ο. U o_ 
~εν 

lfO . lf" Qo == - (-cos Χ) dx+- coβ χ dx == Ο, 
π -" π ο 

(39) 
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ιιο ιι" α, = - (-cos Χ) cos τχ dx+- cos χ cos τχ dx = Ο 
π -π Π Ο 

δL 'όλα τά χ (40) 

και 

b, = !fO (-cos Χ) sin τχ dx+!f" cos χ sin τχ dx 
π _" π ο 

(41) 

= ~ [COS (r+ Ι)Χ + cos (τ-ι)χ]Ο 
2π τ+Ι τ-Ι-" 

_..!.[COS (r+ Ι)Χ + cos (τ-ι)χ]" 
2π τ+Ι τ-Ι ο (42) 

=![Ι-<-Ι)'+Ι +Ι-(-ΙΓ Ι] 
π r+1 τ-Ι (43) 

ΔLά πεΡLττάς ΤLμάς του r άπό τήν (43) λαμβάνομεν br = Ο ένω δL' 

άρτιας ΤLμάς του r, έπισης έκ της (43), λαμβάνομεν 

b = ~(_T_), (τ = 2, 4, 6 ... ). 
, r Π τΖ-ι 

υO~εν ή ζητουμένη σεLρά Fourier εcναL 

Ή σεLρά 

f(x) == ~(~ sin 2x+...L sin 4χ+2.. sin 6Χ+ ... ) 
π Ι.3 3.5 5.7 

4 CX> r . 
= - Σ -Ζ- Sln rx. 

π., τ-ι 
αΡΤLα 

t , , , r , , 
αυτη ανΤLπροσωπευεL την συναρτησLν f(x) 

(44) 

(45) 

(46) 

εGς τό -π~x~π 0-

που ή f(x) εcναL συνεχής. υΟταν όμως χ = ο, ή σεLρά εχεL α~ΡΟL 

σμα Lσον του μηδενός συμφώνως μέ τήν (7), έφΌσον 

t lim {Ι(χο+δ)+Ι(χο-δ)} = t lim {cos δ-cοs (-δ)} 
~o ~o 

(47) 

= t(l-l) = ο. 

υΟπως άΚΡLβως εLς τό τελευταlον παράδεLγμα, δυνάμε~α νά χρησLμο­

ΠΟLήσωμεν τήΥ (46) δLά νά λάβωμεν τό α~ΡΟLσμα της σεLρας.Πράγμα­

ΤL ~έτoντες χ = π/4 εχομεν 

f(?:) = cos?: =~=.!(~ _i..+~ - ... ) 
4 4.J2 π Ι.3 5.7 9.11 

(48) 
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π.J2=~_2+~_ .... 
16 1.3.5.7 9.11 

(49) 

Παράδε ι γμα 3. Εϋρετε τήν σε~ράν Fourier ή όποία 
, , 
αντ~πρoσωπευε~ 

, , f () Χ, ό ' ·0 την συναρτησ~ν χ = e ε~ς τ δ~αστημα -π < χ < π. πως εις 

τό Παράδε~γμα (1), πρωτον έπεκτείνομεν τήν συνάρτησ~ν περ~oδ~κως 

(ιδέ Σχ. 20.5) ώς άπα~τε~ τό θεώρημα 1. 

'1-----!-----~----ι-----~ 
-3π -2π -π • Ο π 2π 3π χ 

Ι ι Ι Ι Ι Ι 

Σχ. 20.5. 

Πεπερασμένας άσυνεχείας εχομεν όταν χ = :π. Ύπoλoγ~ζoντες τούς 

συντελεστάς της σε~ρας FΌurier εχομεν 

1 f" e"-e-" Qo=- e"dx=---; 
π -". Π 

(50) 

.. lf" 1 [ J" a, = - e" cos τχ dx = 2 e"(cos rx+r sin rx) 
π -" π(1+τ) -" 

(51) 

= 1. (-1)' (e"-e-jC), 
π 1+r2 

(52) 

1 ΙΠ 1 [ J" b,=- e"sinrxdx= 2 e"(sinrx-rcostx) 
π _" π(1+τ) -π 

(53) 

=!. (-1)'+l r (e"-e-'"). 
π 1+r2 

(54) 

υO~εν εις τό δ~ά~τημα -π < χ < π 

eχ =sίnh1t+2sίnhπ Σ (-l)'cosrx 
π Π r;l l+r2 

2 sinh π (Χ) (_1)'+l r sin τχ 
+ Σ 2 (55) 

π r;l 1+r 

= 2 sinh π {.!: + Σ(Χ) G-l)' c~s τχ + Σ(Χ) (-1)'+ 1r :ίη rx}. 
π 2 r=l l+r r;l 1+r (56) 

Εις τά σημε~α πεπερασμένων άσυνεxε~ων χ = !π Ύνωρ~ζoμεν ότ~ ή 
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σε~ρά Fourier πρέπε~ νά συγκλ~νη ε~ς τό 

t lim {e,,+δ + e-"-δ} = cosh π, 
δ~O 

(xρησ~μoπo~oυντες τήν σxέσ~ν περ~oδ~Hότητoς). 

"Ο-θεν 

h 2SίnhΠ{1+ ΣΟΟ (_1)2r} 
COS Π= ---

π 2 r=1 1+r2 

π 1 00 1 
-coth π = -+ Σ --2' 
2 2 r=11+r 

20.4. Σειραί Συνημιτόνου Ηαί Ήμιτόνου 

(57) 

(58) 

(59) 

Mερ~κάς φοράς έχομεν νά άναπτύξωμεν μ~αν συνάρτησ~ν f(x) ε~ς σε~-. 
ράν Fourier είς τό δ~άστημα Ο ~ χ ~ π. Αύτό γ~νετα~ δι,ά xρησ~μo-

πo~ήσεως εϊτε ήμ~τoν~κης σε~ρας είτε συνημ~τονLκης σε~ρας, άνα -

λόγως των άπα~τήσεων. 

(α) Σ υ ν η μ L Τ Ο ν ~ κ α ~ σ ε L Ρ α ~ 

ΎΠΟ-θέτομεν ότ~ f(x) όρίζεταL αύ-θα~ρέτως είς τό δ~άστημα 

Ο ~ χ ~ π. Έν συνεχε~q όρ~ζoμεν μ~αν συνάρτησ~ν F(x) οϋτως ώστε 

κα~ 

F(x) ΞΙ(Χ). Ο ~ x~ π. 

F(x) ΞΙ( -Χ), -Π~ Χ ~ ο. 

F(Χ+2πk) - F(x). 
) (60) 

Τότε ή F(x) Ecva~, προφανως, άρτ~α περ~oδ~κή συνάρτησ~ς της χ είς 

τό δ~άστημα -π ~x ~ π κα~ ECva~ ταυτόσημος μέ τήν f(x) ε~ς τό 

δ~άστημα Ο ~ χ ~ π. "Ο-θεν, κατά τάς (22) - (24), ή σε~ρά Fourier 

της F(x) είς τό δ~άστημα -π ~ χ ~ π ECva~ ή συνημ~τoν~κή σεLρά 

F(x) = ~O+α1 COS χ+α2 COS 2χ+ ... +α• cos rx+ .... (61) 
., 
οπου 

2f'" αο = - F(x)dx 
π ο 

(62) 
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Q, == - F(x) cos τχ dx (τ == 1,2, 3 ... ). (63) 2f" 
π ο 

Άλλά είs; τό δι..άστημα ·0 ~ κ ~ π, ή F(x) εCναι. ταυτόσημοs; (έξ ό­

ρισμου) μέ τήν f(x) κα~ συνεπως εις τό διάστημα αύτό 

f(x)==Do+atcosx+azcos2x+ ... +a,cosrx+ ... , (64) 
2 

., 
οπου 

2f" αο == - f(x) dx, 
π ο 

2f" Q, == - f(x) cos τχ dx (τ == 1, 2, 3 ... ). 
π ο 

(β) Ή μ ι τ ο ν ι κ α ~ Σ ε ι Ρ α ~ 

"Εστω 5τι τ~ρα δρ~ζoμεν τήν F(x) οδτως ~στε 

F(x) ΞΙ(Χ) in Ο;;ϊ! Χ;;ϊ! π, 

F(Χ)Ξ-j(-Χ) in -π<Χ<Ο, 

F(Χ+2πk) = F(x). 

(65) 

(66) 

(67) 

Τότε ή F(χ)εGναι μLα περιττή περιοδική συνάρτησις της χ εις 

-π < χ ~ π κα~ εCναι ταυτόσημος μέ τήν f(x) εις Ο ~ χ ~ π. ''ο-θεν, 

κατά τάς (25) - (27), ή σειρά Fourier της F(x) εις τό -π < χ ~ π 

εGναι 
F(x) == bt sin x+bz sin 2Χ+ ... +b, sin rx+ ... , 

" οπου 

2f" . b, == - F(x) SIn τχ dx (τ == 1, 2, 3 ... ). 
π ο 

Άλλ'έφ'5σον ή F(x) εGναι ταυτόσημος μέ τήν f(x) εις τό 

ο ~ χ ~ π εχομεν τήν ήμιτονικήν σειράν 

f(x) == bt sin x+bz sin 2χ+ ... +b, sin rx+ .. , • ., 
οπου 

(68) 

(69) 

διάστημα 

(70) 
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bp == ~I· f(x) sin fX dJt ' (r == 1,2,3 •.. ). 
π ο 

('11) 

Παράδει.γμα 4. Εϋρετε τήν ήμι..τονι..Χήν σει..ράν Fout-ier ti ό1t"οι.:α iiν:tι.-;­

προσωπεύει.. τήν συνάρτησι..ν f(x) = χ 2 ε~ς τό δι..άστημα Ο ~~< 1t~ 

Έδω συμφώνως πρός ~Q (b) άνωτέρω, ή f(x) 1[ρ~πει "ν& s1t~kt(S':' 

~~ περι..οδι..κως δι..ά της περι..ττης συναρτήσεως F\x) ό~oυ 

, 
και.. 

" οπου 

F(x) ,. χ2, Ο ~ ~ < Π; 

F(x) "" _χ2, -π < x:i! Ο, 

F(x+2nk) == F(x) , (ί,δ έ Σχ. 20.6). 

Σχ. 20.6. 

} 

υO~εν, tx των (70) xaC (71), ή ζητουμένη σει..ρά ε~ναι.. ~ 

χ2 == bt sin x+b2 sin 2χ+ ... +b. sin rx+ ... , 

b. = ~I" χ2 sin rx dx, (r = 1,2,3 ... ), 
π ο 

== 2π(_1)·+1 +..!. {(-Ι)'-1}. 
r *r s 

Συνεπως ή σειρά γCνεται.. 

χ = - - -- SlD χ-- sin 2Χ+ - -- $lη 3χ 2 2 {(π2 4). π2 
. (π2 4). 

π 1 13 2 3 33 

π2 
• (π'2 4)., , } -4 S1n4.Jt+ 5" .... 53 sm5% .... 

20.5. '.AJ.:λΩ,γή Δι.αστήματος 

<'13) 

(74) 

(7$, 

'AVTC νά άναπτύξωμεν μCαν συνάρτησι..ν είς τ6 διJάστη\:ια -τι < x~,1t 

(η είς τυχόν δι..άστημα Πλάτους 2π) είναι.. μερι..κάς φορας έπι~~tι:rόν 
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νά λάβωμεν άνάπτυγμα ίσχυον είς τό δ~άστημα -e < χ ~ e, οπου e 
εΙνα~ δο~εLς άρ~~μός. Ύπo~έσωμεν oτ~ ή f(x) εΙνα~ τμηματ~κως ό­

μαλ ή συνάρτησ~ ς είς τό - e < χ ~ e καL όΡLζετα~ έκτός του δ ~αστή-

ματος ύπό της περ~oδ~κης σχέσεως f(x+2eI<) = f(x), οπου k εΙνα~ 

ενας άκέρα~oς. 

Τότε ~έτoντες Ζ = πχ/ε εχομεν 

f(x) =I(~) = F(z), (77) 

οπου ή F(z) εΙνα~ τώρα μLα περ~oδ~κή συνάρτησ~ς ώς πρός Ζ περ~ό­

δου 2π. υO~εν είς τό -π < Ζ ~ Π εχομεν 

α '" 
F(z) =J + Σ (α• cos rz+ br sin rz), 

2 r=1 

(78) 

υ 

οπου 

1f" α• = - F(z) cos rz dz, 
π -π 

(r = 0,1,2 ..• ) (79) 

1f'" br = - F(z) sin rz dz, 
π -π 

(r = 1, 2, 3 ... ). (80) 

...., ΠΧ"""" 
Συνεπως, ~ετoντες Ζ = -e- ε~ς τα ανωτερω αποτελεσματα, εχομεν 

υ 

αο Σ'" ( πχr . πχr) f(x) = -+ α• cos- + br Sln -
2 Γ= 1 Ι, 1 

(81) 

οπου 

1fl πχr 
α• = - f(x) cos - dx, (r = Ο, 1,2 ... ) 

Ι -ι 1 
(82) 

καΙ: 

1fl . πχr 
b• = - f(x) Sln - dx, (r = 1,2,3 ... ). 

Ι -ι 1 
(83) 

ΌμΟLως έργαζόμενo~ xρησ~μoπo~oυντες τά άποτελέσματα της § 20.4, 

λαμβάνομεν τήν συνημ~τoν~κήν καL ήμ~τoν~κήν σε~ράν συναρτήσεως 

είς τό δ~άστημα Ο < χ ~e. 

παράδειγμα 5. Εϋρετε τήν σε~ράν Fourier ή όΠΟLα άντ~πρoσωπεύε~ 

τήν συνάρτησ~ν f(x) = χ ε~ς τό δ~άστημα -1 < χ < 1. 
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Άπό τάς (82) καί (83) 

δι' όλα τά 

''ο.(Ίεν 
, 

εις 

α,_Ι1 χcosπrχdχ=Ο 
-1 

r ( =0 ,1,2 , ••. ) , καί 

b, == f 1 Χ sίn πτχ dx 
-1 

__ 1. (-1)'. 
πτ 

τό διάστημα -1 < χ < 1 " εχομ εν 

2( . 1 . 2 1. 3 ) χ == - sm πχ-- sln πχ+- sln πχ- .... 
π 2 3 

0= _~ Σ (-1)' sin πτχ. 
π ,=1 r 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

Διά χ = !1 τιc.,ίερασμέναι άσυνέχειαι λαμβάνουν χώραν (λόγψ της πε­

ριοδικης έπεκτάσεως της f(x) διά της σχέσεως f(x+2) = f(x), ίδέ 

Σχ. 20.7). 
Υ 

" 
, , , , , , , , , , , , / 

-3 "-2 " 2 3 
χ 

~/' 
, 

Ι ι,,/ Ι ~/ 

Σχ. 20.7. 

υΟ.(Ίεν ε~ς τά σημεια αύτά ή σειρά δέν άντιπροσωπεύει τό χ 

άλλά ονΥκλίνει ε~ς τήν τιμήν 

t lim {Ι(χο+δ)+!(χο-δ)} = t{1+( -1)} = Ο. 
., .... 0 

(89) 

20.6. Όλοκλήι:ω:πς καί Παραγώγισις ΣειρWν Fourier. 

E~ς τό Κεφ. 5, § 5.11 άνεφέρ.(Ίησαν συντόμως μερικαί έκ των δυσκο­

λιων α~ dTιotaL άπαντωνται κατά τήν όρον πρός όρον παραγώγισιν καί 

δλοκλήρωσιν σειρων συναρτήσεων μέ άπείρους τό πλη.(Ίος όρους. Δί­

δομεν τώρα χωρίς άπ6δειξιν Ιν σπουδαtον .(Ίεώρημα άφορων τήν δρον 
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πρός ορον όλoκλήρωσ~ν σε~ρας Fourier. 

Θεώρημα 2. Ή σε~ρά Fourier μ~ας συναρτήσεως f(x) δύνατα~ πάντο­

τε νά όλoκληρω~η αρον πρός αρον δLδουσα μLαν νέαν σε~ράν ή όΠΟLα 

συγκλLνε~ εLς τό όλοκλήρωμα της f(x). 

·Hτo~, ~εωροΌντεs ~ν δ~άστημα όρ~σμoσ, ~στω -π < χ ~ π τότε 

δ~ά -π < Χι < Χ2 ~ π ~xoμεν 

j(x)dx= -9dx+ Σ (a,cosrx+b,sinrx)dx f :ll3 f"2 α f"2 <Ο 
:111 :111 2 "ι ,=1 

1 <Ο f"2 = - αΟ(Χ2 -Χ1)+ Σ (α, cos rx + b, sin rx) dx, 
2 r=1 ~ 

(90) 

όπου αί αο, αΓ καί br όρίζονται ύπό τω\> (3),(4) καί (5). ΈΠL πα-

ραδεLγματ~, έπε~δή ή άνάπτυξ~ς κατά Fourier της f(x) = χ εLς τό 

δ~άστημα -π < χ < π εGνα~ 

χ = 2(sin x-t sin 2x+t sin 3Χ- ... ) 

== -2 Σ (-1)' sin'rx, 
.. =1 r 

~xoμεν, όλοκληρώνοντες ορον πρός ορον άπό ο ~ως χ 

χ2 
[ 1 1 J" - = -2 cos Χ-"2 cos 2Χ+"2 cos 3Χ - ... 

2 2 3 ο 

τώρα έκ της (38) 

σO~εν ή (93) γLνετα~ 

τό άποτέλεσμα αύτό εGνα~ όρ~όν κα~Όσoν εGνα~ ή σε~ρά 

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

(95) 

Fourier 

της χ 2 (Lδέ Παράδε~γμα 1). Έν γένε~ ομως αρον πρός ορον όλοκλή­

ρωσ~ς μ~ας σε~ρας Fourier δέν δLδε~ σε~ράν Fourier λόγψ της πα-
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1 
ρoυσ~α~ του σρου TaO(X2-X1) εί~ τήν (90). 

Έν συνεχε~q παρατηρουμεν ΟΤL έν άνΤL~έσεL πρό~ τήν ορον 

πρό~ ορον όλοκλήρωσLν ή παραγώγLσL~ σρον πρό~ σρον δέν εCναL πάν­

τοτε έΠLτρεπτή ύπό τήν έννΟLαν σΤL ή έκ παραγωγ~σεω~ σεLρά δέν 

συγκλ~νεL έν γένεL πρό~ τήν παράγωγον τη~ συναρτήσεω~. ΔLόΤL, αν 

κα~ εί~ τό -π < χ < π 

χ.,. 2(sin x-t sin 2x+t sin 3Χ ••• ), 

δέν άλη~εύεL σΤL ή έκ παραγωγ~σεω~ σεLρά 

2(008 X-008 2X+OOS 3Χ- ••• ) 

ίσουταL μέ τήν μονάδα. 'AντL~έτω~ μάλLστα ή (97) άποκλΙ:νεL 

λα τά χ έπεLδή lim cosrx ~ Ο. 
- r-tω y , υ , - F . 

Μολαταυτα η ορον πρo~ ορον παραγωγLσL~ σεLρα~ ourler 

(97) 

δ '" L 0-

εC-

vaL έΠLτρεπτή ύπό τήν προϋπό~εσLν ΟΤL αί auv~nxaL του έπομένου 

~εωρήματo~ πληρουνταL. 

ΘεcΦημα. 3. Έάν ή f(x) εCναL μΙ:α συνεxή~ συνάρτησL~ τη~ χ δL '.0-
λα τά χ κα~ εCναL πεΡLοδLκή (πεΡLόδου 2π) έκτό~ του δLαστήματο~ 

-π < χ < π, τότε ή όρον πρό~ σρον παραγώγLσL~ τη~ σεLρa~ Fourier 

τη~ f(x) όδηγεL εί~ τήν σεLράν Fourier τη~ f'(χ)ύπό τήν προϋπό -

~εσLν ΟΤL ίκανΟΠΟLουνταL αί auv~nxaL του Dirichlet. 

Πρό~ άπόδεLςLν του ~εωρήματo~ αύτου, ύπo~έτoμεν ώ~ συνή~ω~ 

όΤL εί~ τό δLάστημα -π < χ ~ π 

1 co 
f(x) =.,. αο+ Σ (α, cos rx+b, sin rx), 

2 ,ΕΙ 
(98) 

σπου τά αο, ar , br όρΙ:ζονταL ύπό των (3), (4) xaL (5). Έν συν­

εχε~q ύπo~έσωμεν ΟΤL ή σεLρά Fourier τη~ f'(x) εcναL 

1 co 
f'(x) = - ΙΧο+ }; (ΙΧ, cos rx+p, sin rx). 

2 ,-Ι 
(99) 

Τότε 

1f" 1 ιχο = - f'(x) dx = -υ(π)-ι( -π)} = Ο 
π _" π 

(100) 

(έπεLδή f(π) = f(-π», 
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1ΙΠ rfK a., = - f'(X) cos rx dx = - f(x) βϊη rx dx == rb" 
π -S Π -π 

(101) 

(r = 1.2.3 ... ) 
καL 

1ΙΠ . rfs Ρ, == - f'(x) βϊη rx dx == -- f(x)cos rx dx = -rar • 
π _" π -s . 

(102) 

(r .... 1.2. 3 ... ). 

Συνεπως ή (99) γLνεται 
00 

f'(x) - Σ (-rar sin rx+rb, cos rx), 
'-1 

(103) 

ή όΠΟLα εcναι άκριβως ή σειρά τήν όΠΟLαν ~ά έλαμβάνομεν διά πα-

ραγωγLσεως της (98) όρον πρός όρον. 

Συμφώνως πρός τό ~εώρημα αύτό βλέπομεν ότι έπειδή ή f(x) = 
= χ 2 (όταν έπεκτα~η περιοδικως) εCναι μLα συνεχής συνάρτησις της 

χ διΌλας τάς τιμάς της χ (~δέ Σχ. 20.2) ή σειρά Fourier της χ 2 

δύναται νά παραγωγισ~η όρον πρός ορον δLδουσα τήν σειράν Fourier 

της 2χ. 

Ι 
Ι 

Ι 
Ι 

Ι 

-3 ,-2 

l,/ 

Υ 

Ι 

Σχ. 20.8. 

Ι 
Ι 

Ι 

Ι , 

, 
Ι , 

:ι: 

υ Ομως έπειδή ή f(x) = χ (κατόπιν έπεκτάσεως) δέν εCναι συνεχής 

συνάρτησις τ~ς χ δι'όλας τάς τιμάς της χ (~δέ Σχ. 20.8) ή σειρά 

Fourier αύτης (ώς παρετηρήσαμεν ηδη ε~ς τάς (96) καL (97» δέν 

δύναται νά παραγωγισ~η ορον πρός ορον καL νά μας δώση τήν σειράν 

Fourier της παραγώγου αύτης. 
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ΠΡΟΒΔΗΜΑΤΑ :Κ::W. 2 Ο • 

1. Δείξατε σΗ 

2 4 '" Ι sin Χ Ι = - -- Σ cos τχ 
π Π even r2 

- ι" 

2. Δο%έντος ότ~ 

{
-ι for -π<χ<Ο. 

j(x) = Ο for Χ == ο, 
+ 1 for Ο < Χ < π, 

δείξατε στ~ είς τό -π < χ < π 

j(x) == ~(βίη χ+! βίη 3Χ+! βω Sx+ ... ). 
π 3 5 

3. Εϋρετε τήν σε~ρ4ν Fourier περ~όδoυ 2π ή όποία δίδε~ μίαν συν 

άρτησ~ν ϊσην του μηδενός δ~ά -π < χ <"ο καί ϊσην του coshx 

όταν ο < χ < π. 8εωρουντες τάς τ~μάς της σε~ρας είς τά σημεία 

άσυνεχείας συμπεράνατε ότ~ 

καί 

'" 1 1( π ) nξ:Ι1+n2 =2 tanhn-
1

. 

4. Δείξατε ότ~ ή άνάπτυξ~ς κατά Fourier της 

j(x) = {Ι + (χ/π) ~ταν -π ~ Χ ~ ο, 
Ι-(χ/π) οταν O~X~Π, 

είς τήν περιοχήν -π .:ς. χ ~ π EGvaL 

Έξ αύτου συμπεράνατε ότ~ 

π2 Ι 1 '" 1 
-8 =1+'2+'2+ ... = Σ 2' 

3 5 ,=ι(2τ-1) 

5. Δείξατε ότ~ είς τήν περ~oxήν -π < χ < π 

(C.U.) 



sinh kx = ~ sinh kn Σ (-1ΓΙ(--f-z) sin rx, 
π ,=ι r +k 

οπου k εcνα~ μία στα~ερά. 

" t, , , , k" " " 6. Δε~ξατε oτ~, εαν .-π ,;, χ ;;;". π κα~ ox~ ακερα~oς, εχομεν 

2k. {Ι CX> _ cos τχ } 
cos kx = - sln kn -2 + Σ (-1)' ι 2 2' 

π 2k ,=ι (τ -k ) 

Θέτοντες χ = π καί kn = θ, δείξατε ότ~ 

1 CX> 2θ 
cοtθ=--Σ 22 2' 

θ ,-ι r π -θ 

7. Έκφράσατε τήν συνάρτησ~ν f(x) = 1+Χ ώς ήμ~τoν~κήν σε~ράν 
σχύουσαν ε~ς τήν περ~oxήν Ο < χ ~ π. 

8. Έάν, εις τό δ~άστημα Ο < χ < π, ή f(x) όρίζετα~ ύπό της 

{ 

1, Ο < χ < π/2, 
f(x) = ο, χ = π/2, 

-1, π/2 < χ < π, 

δεLξατε ότι 

4( 1 1 ) f(x) = - cos χ-- cos 3Χ+- cos 5χ- .... 
π 3 5 

9. Άναπτύξατε τήν συνάρτησ~ν 

f(x) = {χ' ο ~ χ ~ π/2, 
π/2, π/2~ χ < π, 

95 

, 
~-

(α) ε~ς ήμ~τoν~κήν σε~ράν καί (β) ε~ς συνημ~τoν~κήν σε~ράν 

ισχύουσαν εις τό δ~άστημα Ο ~x < π. Σxεδ~άσατε τά δ~αΎράμμα-

τα των συναρτήσεων τάς όποίας άντ~πρoσωπεύoυν α~ έν 

σε~ραί ε~ς τήν περ~oxήν -2π < χ < 2π. 

10. Δείξατε ότ~ οταν ο ~ ~ ~ π 

sln χ = - --- cos 2Χ-- cos 4Χ-- cos 6Χ - .... . 4{1 1 1 1 } 
π 2 1.3 3.5 5.7 

λόΎΨ 

(L.U.) 

Σxεδ~άσατε τήν καμπύλην τ~ν όποίαν ή σε~ρά άντ~πρoσ~πεύε~ 
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διά τιμάς του χ άπό -π/2 εως 3π/2. 

ΔεΙ;ξατε στι 

1 1 1 π 1 ---+-- ... = ---ο 
1.3 3.5 5.7 4 2 

(L.U.) 

11.'Εάν f(x) εcναι μLα περιττή συνάρτησις της χ περιόδου 2π καL 

{
Χ, Ο ;:Ξί Χ ;:Ξί π/3; 

f(x) == π/3, π/3;:Ξί Χ ;:Ξί 2π/3, 

Π-Χ, 2π/3;:Ξί Χ;:Ξί π, 

δείξατε ΟΤΙ ή σειρά Fourier της f(x) δύναται νά έκφρασ~~ ύπό 

τήν μορφήν 

4 Σ"" 1 . nπ . 
- -SlD- smnx 
π ,,=1 n2 3 ' 

σπου η εcναι ενας περιττός άκέραιος ~αΙ; ύπολογΙ;σατε τούς πρώ-

τους τρε"Cς μή μηδενικούς σρους. (L.U.) 

12. Εϋρετε τήν ήμιτονικήν σειράν Fourier της f(x) ε~ς τήν περιο­

χήν Ο ~ χ ~ π σταν f(x) = Χ, Ο S. χ < π/2 καL f(x) = π-χ, 

π/2 ~ χ ~ π. Κατασκευάσατε διάγραμμα δεικνυον τήν μορφήν 

της συναρτήσεως τήν όποΙ;αν δΙ;δει ή σειρά ε~ς τήν περιοχήν 

-2π ~ χ .$... 2π. 
(L.u.) 

13. Έάν ή f(x) όΡLζεται αύ-θ-αιρέτως ε~ς .Τ.Q διάστημα Ο < χ < π καί 

ή έπέκτασις αύτης είς τό -π < χ < π ύπό της συναρτήσεως F(x) 

" οπου 

F(x) = {f(X), Ο < Χ < π" 
- ι(χ+π), -π < Χ < ο, 

δείξατε οτι ή σειρά Fourier της f(x) ε~ς τό διάστημα Ο<χ<π 

περιλαμβάνει (έκτός ένός στα-θ-ερου ορου) μόνον συνημίτονα καί 

ήμLτονα άρτίων πολλαπλασLων της Χ. 

14. Ή συνάρτησις Υ(Χ) όρίζεται ε~ς τήν περιοχήν -1 ~x < 1 

_ {1/28 in -8 < Χ < 8, 

Υ - Ο in -1;:Ξί Χ < -8, and 8 < Χ ;:Ξί1. 

. , 
υπο 
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Δείξατε στ~ τό άνάπτυγμα κατά Fourier της Υ ε~ς τήν 

χήν -1 ~ χ ~ 1 δίδετα~ ύπό της 

περ~o-

1 '" Βίη nΠ8 
Υ=-+ Σ --cοsnπχ. 

2 π=1 nΠ8 
(C.U.) 

15. Δείξατε oτ~ ό γεν~κός ορος ε~ς τήν ήμ~τoν~κήν σε~ράν Fourier 

δ~ά τό ήμ~δ~άστημα Ο < χ < e δ~ά τήν 1+x/e ECva~ ό 

2( . nπχ - 1-2 coι nπ) ιιη -ι-Ο 
nπ 

θεωρουντες τήν συνάρτησ~ν τo~ χ τήν άντ~πρoσωπευoμένην 

της σε~ρας ε~ς τήν περ~oxήν e < χ < 2e καί τό α~ρo~σμα 
σε~ρας σταν χ = 3e/2~ άποδείξατε στ~ 

. , 
υπΌ 

π 1 1 1 
-= 1--+---+ .... (L.U.) 
4 3 5 7 

16.
υ

Εκαστον σύνολον συναρτήσεων Φl(X)~Φ2(X)~"'Φn(X)' εχον τήν 

~δ ι.,ότητα 

fb Φ,(Χ)Φ.(χ) dx = {Α, for r = s, 
ο' Ο, for r 1= s, 

όπου r,s = 1,2, ... καί Α εcναL μία στα~ερά, καλείται όρ~oγώ-

ν~oν σύστημα συναρτήσεων ε~ς τήν περ~oxήν α ~ χ ~ b. Έάν, 

πρός τoύτo~ς, aL συναρτήσε~ς Lκανοπο~ουν τήν συν~ήκην 

τότε καλoυντα~ κανoν~κoπo~ημένα~ ώς πρός τήν 1 καί τό σύν-

0λoν αύτων καλεLτα~ όρ~oκανoν~κόν. Έπαλη~εύσατε oτ~ τό σύν­

ολον των συναρτήσεων 

11 1. 1 1. 
1-' Γ cos Χ, Γ ΒΙη Χ, ••• , 1- cos nx, 1- Sln nx, ..• 
Υ2π ΥΠ ΥΠ ΥΠ ΥΠ 

EGva~ όρ~oκανoν~κόν είς τήν περ~oxήν Ο ~ χ ~ 2π. 

17.'Εάν ή f(x) ECva~ μία συνάρτησ~ς Lκανοπο~οϋσα τάς συν~ήκας 

του Dirichlet είς τό δ~άστημα -00 < χ < oo~ τότε τό ~εώρημα 

(τύπος) δ~ά τό όλοκλήρωμα Fourier λέγε~ oτ~ τό ό 1 0κλήρωμα 
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συγκλCνε~ ε~~ τήν f(x) ε~~ όλα τά σημε~α όπου f(x) ε[να~ συν­

εxή~ καC εί~ τόν μέσον (άρ~~μητ~κόν) των δύο τ~μων τη~ f(x) 

είς σημείον πεπερασμένης άσυνεχείας. 

tΥπο~έτοντες ότι ή f(x) εcναι συνεχής είς εν δ ~άστημα 

δεCξατε, άναπτύσσoντε~ τό cοsλ(χ-χ') ώ~ ά~ρo~σμα δύο όρων,ό­

τ~ ε~~ τό δ~άστημα αύτό 

υ 

οπου 

lf"" f(x) = - {οι(λ) cos λχ+β(λ) Βίη λχ} dλ. 
π ο 

οι(λ) = I~"" j(x') cos λχ' dx', 

β(λ) = f:"" j(x') Βίη λχ' dx'. 

·O~εν δεCξατε 8τ~ ~άν f(x') ε~να~ μCα άρτCα συνάρτησ~~ o~τω~ 

" ωστε 
f(x') =f( -χ') 

τότε 

j(x) = ; Ι"" {Ι"" j(x') cos λχ' dX'} cos λχ dλ. 

καC ότ~ ~άν f(x') εcνα~ περ~ττή συνάρτησ~~ oϋτω~ ώστε f(x')= 

=-f(-x') τότε 

j(x) = ; f ο"" {Ι ο"" j(x') Βίη Λχ' dX'} Βίη λχ dl. 

τά τελευτα~α δύο όλοκληρώματα εcνα~ γνωστά ώ~ όλοκληρώματα 

Fourier του συνημ~τόνoυ καC ήμ~τόνoυ, άντ~στοLχω~. Xρησ~μo­

πo~oυντε~ τό όλοκλήρωμα Fourier του συνημ~τόνoυ, δεCξατε ότ~ 

δ~ά χ > ο 

οπου k εCναι μία ~ετική στα~ερά. 
1{ ~Ι; .;; 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 21. 

ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

21.1. Είσαγωγή 

Έξίσωσις περιέχουσα διαφορικούς συντελεστάς (παραγώγους) καλε~­

ται διαφορική έξLσωσις. Τοιαυται έξισώσεις διαΚΡLνονται ε~ς δύο 

κατηγορLας. συνή~εις καL μερικάς διαφορικάς έξισώσεις. Αι συνή -

~εις διαφορικαL έξισώσεις περι~xoυν μόνον μLαν &νεξάρτητον μετα-

βλητήν (καL ό~εν μόνον συνή~εις διαφορικούς συντελεστάς) καL 
. 

αι 

μερικαL διαφορικαί έξισώσεις περιέχουν δύο η περισσοτέρας &νεξαρ 

τήτους μεταβλητάς (καί o~εν μερικάς παραγώγους). Κατά ταυτα, 
. 
εν 

γένει οιαδήποτε συνάρτησις των Χ,Υ καί των παραγώγων της Υ μέχρι 

τάξεώς τινος τοιαύτη ωστε 

( 
dy d

2
y ) f Χ, Υ, -, -2'" = Ο 

dx dx 
(1) 

όΡLζει συνή~η διαφορικήν έξίσωσιν ώς πρός Υ(ώς έξηρτημένην μετα­

βλητήν) συναρτήσει της Χ (ώς &νεξαρτήτου μεταβλητης). Έπί παρα­

δείγματι, αι έξισώσεις 

dy = 3Υ, 
dx 

(2) 

(3) 

(4) 
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(5) 

εCνα~ oλα~ συνή~ε~ς δ~αφορ~καL έξ~σώσε~ς, ένω αί έξισώσει~ 

(6) 

εCνα~ μερ~καL δ~αφορ~καL έξ~σώσε~ς ώς πρός u (ώς έξηρτημένης με­

ταβλητης) συναρτήσε~ των άνεξαρτήτων μεταβλητων χ xaL Υ. ΕLς τό 

κεφάλα~oν αύτό (xaL τό έπόμενoν)~ά άσxoλη~ωμεν μόνον μέ τήν λύ­

σ~ν ώρ~σμένων μορφων συνή~ων δ~αφoρ~κων ~ξ~σώσεων, ένω μέ τήν λύ­

σ~ν μερ~κων δ~αφoρ~κων έξ~σώσεων ~ά άσxoλη~ωμεν είς τό Κεφ. 24. 

θά όΡLσωμεν δύο σπουδαLους ορους - τήν τάξ~ν xaL τόν βα­

~μόν - o~ όπoϊo~ άφορουν συνή~ε~ς δ~αφoρ~κάς έξ~σώσε~ς. Ή τάξ~ς 

δ~αφoρ~κης έξ~σώσεως εcνα~ ή μεγαλυτέρα τάξ~ς παραγώγου ή όΠΟLα 

άπαντατα~ είς τήν έξίσωσ~ν. ΈΠL παραδεLγμαη, αί. έξ~σώC4ε~ς (2), 

(3), (4) καί (5) εcνα~ πρώτης, δευτέρας, πρώτης xaL τρίτης τάξε­

ως, άντ~στoίxως. Ό βα~μός δ~αφoρ~κης έξ~σώσεως εcνα~ ή δύναμ~ς 

είς τήν όΠΟLαν ύψώνετα~ ή ύψηλοτέρας τάξεως παράγωγος οταν ή έ­

ξίσωσ~ς εCνα~ ρητης μορφης (δηλ. άφου γLνη άπαλo~φή των κλασμα -

ηκων δυνάμεων). Έπί παραδείγμαη, αί. έξ~σώσε~ς (2), (3) καί 

(4) εCνα~ πρώτου, πρώτου καί τρίτου βα~μoυ άνηστοLχως. Ή έξL-

σωσ~ς (5) ομως εCνα~ δευτέρου βα~μoυ έπε~δή όταν γραφη μέ 

ραίας μόνον δυνάμε~ς γίνετα~ 

- ==3 _ +Υ2. ( d
3y

)2 ~(dy)2 } 
dx3 dx 

όπου ή άνωτέρας τάξεως παράγωγος ~:~ έμφανίζετα~ εLς τήν 
τέραν δύναμ~ν. 

Έκάστη δ~αφoρ~κή έξίσωσ~ς τάξεως n καλεϊτα~ γραμμ~κή 

. 
ακε-

(7) 

δευ-

. , 
εαν 

εCνα~ γραμμ~κή ώς πρός τήν έξηρτημένην μεταβλητήν Υ xaL τάς παρα-

γώγους dy d2y d''y 
dx' dx2' •..• dx" 
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(π.χ. αί. (2) καΙ; (3)). 'Όταν ή άνωτέρω συν-θήκη δέν πληρουται,τό­

τε ή έξΙ;σωσις καλει,ται μή γραμμική· (έπΙ; παραδεΙ;γμαη αί. (4) καΙ; 

(5)). Ή λύσις μή γραμμικων έξισώσεων συνή-θως παρουσιάζει δυσκο­

λΙ;ας καΙ; ώς έκ τούτου -θά άσχολη-θωμεν κυρΙ;ως μέ τήν λύσιν γραμμι­

κων έξισώσεων. Μολαταυτα, ώς -θά ίδωμεν ε~ς τήν § 21.9 (δ) μερι -

καΙ; μορφαΙ; μή γραμμικων έξισώσεων δύνανται η νά μετασχηματισ-θουν 

ε~ς γραμμικάς διά καταλλήλου άλλαγης μεταβλητης η αλλως λύονται 

συναρτήσει έλλειπτικων συναρτήσεων (βλ. Πρόβλημα 21). 

21.2. Σχηματισμός Σννήθων Διαρορικων ΈEιαω-εωv. 

Έν γένει έάν ή Υ έκφράζετ~ι συναρτήσει της χ ή όποΙ;α περιέχει n 

αύ-θαιρέτους στα-θεράς, τότε n παραγωγΙ;σεις έπαρκουν διά τήν 

. λοιφήν των στα-θερων καΙ; άνάγουν τήν σχέσιν μεΎαξύ Υ καC χ 

συνή-θη διαφορικήν έξΙ;σωσιν τάξεως n. ΈπΙ; παραδεΙ;γματι, έάν 

Υ2 = 4a(x+α), (α = στα-θερά) 

τότε, παραγωγΙ;ζοντας μΙ;αν φοράν εχομεν 

, 
απα-

(8) 

Συνεπως δι'άπαλοιφης της α ε~ς τήν (8) χρησιμοποιουντες τήν (9) 

εύρCσκομεν τήν πρώτης τάξεως (μή γραμμικήν) έξΙ;σωσιν 

(
dy)2 dy 

Υ - + 2Χ - - Υ = Ο. 
dx dx 

(10) 

tΟμΟLwς, έάν 

(11) 

(Α,Β στα-θεραΙ;) τότε 

dy Α -'" 3Β -3", -=- e - e 
dx ' 

(12) 

καC 

(13) 

·Ο-θεν λύοντες ώς πρός Α καΙ; Β τάς (12) καΙ; (13) καΙ; άντικα-θιστων 
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τες εLς τήν (11), εύρ~σκoμεν τήν δευτέρας τάξεως (γραμμικήν) 

ξ~σωσι..ν 

, 
ε-

(14) 

Προφανως αί σχέσεις (8) κα( (11) δύνανται νά ~εωρη~oυν ώς λύσεις 

των διαφορικων έξισώσεων (10) κα~ (14) αί όποιαι προέκυψαν έξ αύ-

των. 

Άντιστρέφοντες τούς άνωτέρω συλλογισμούς, εCναι λογικόν νά 

όρ~σωμεν τήν γενικήν λύσιν διαφορικης έξισώσεως τάξεως η ώς τήν 

λύσιν τήν περιέχουσαν η αύ~αιρέτoυς στα~εράς. Μολαταυτα ό όρι­

σμός αύτός δέν εCναι πάντοτε έντελως ίκανοποιητικός (ώς ~ά ιδω­

μεν εLς τήν §21.4) κα~ διά τουτο εCναι καλύτερον νά εϊπωμεν τό 

άντ~στρoφoν οτι (άνεξαιρέτως) μ~α λύσις μιας η τάξεως έξισώσεως 

μή περιέχουσα η αύ~αιρέτoυς στα~εράς δέν δύναται νά εCναιγενική 

λύσις. 

ΕLς πολλά προβλήματα φυσικης ή λύσις διαφορικης έξισώσεως 

πρέπει νά ίκανoπoι~ ώρισμένας συγκεκριμένας συν~ήκας. Αί συν~η -

και αύτα~,συνή~ως γνωστα~ ώς άρxικα~ συν~ηκαι η συνoριακα~ συν­

~ηκαι, κα~oρ~ζoυν τάς τιμάς των αύ~αιρέτων στα~ερων εLς τήν λύ-

σιν. Έπ~ παραδείγματι, έάν ή (11) (ή όπo~α εCναι γενική 

της (14)) ίκανοποιη. τάς συνοριακάς συν~ήκας 

λύσις 

Υ = 1 at χ = Ο, and dy = 3 at χ = Ο (15) 
dx 

τότε εύρ~σκoμεν Α+Β = 1 κα~ -Α-3Β = 3 κα~ έξ αύτων Α = 3, Β = -2. 

21.3. Έςισώσεις πρώτης Ταςεως 

Έξισώσεις της μορφης αύτης, δύνανται, έν γένει, νά γραφουν, ώς 

dy 
dx = F(x, Υ), (16) 

όπου F(x,y) εCναι δο~εLσα συνάρτησις. Πλήν όμως παρά τήν φαινο -

μενικήν άπλότητα της έξισώσεως άναλυτικα~ λύσεις δύνανται συνή~ως 

νά εύρε~oυν μόνον έάν ή F(x,y) εχη εLδικάς άπλας μορφάς. Τέσσα -
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ρες άπλαϊ μορφαι άναφέρονταL κατωτέρω. 

α) χ ω Ρ L ζ ό μ ε ν α L μ ε τ α β λ η τ α Ι 

Έάν 
F(x, Υ) =j(x)g(y), (17) 

οπου f(x) και g(y) ECvaL σuναρτήσεLς της χ μόνον και Υ μόνον,άν­

ΤLστοιχως, τότε ή (16) YCVETaL 

dy =f(x)g(y). 
dx 

(18) 

ΈπεLδή aL μεταβληται χ καί Υ ECvaL χωΡLσμέναL εχομεν, όλοκληρώ­

νοντες τήν (18), 

f g~~) = f f(x) dx. (19) 

ή όποια έκφράζεL τήν Υ έμμέσως σuναρτήσεL της χ. 

Παράδειγμα 1. ΈΠLλύσατε τήν έξισωσLν 

dy Υ+1 -=-- (20) 
dx . χ-Ι 

δo~εισης της σuνbΡLακης συν~ήκης Υ = 1 δLά χ = ο. 
Γράφοντες τήν (20) οϋτως ωστε όλΟL OL OPOL OL πεΡLέχοντες 

τήν Υ ECvaL τό εν μέλος και ολΟL OL πεΡLέχοντες τό χ εLς τό άλλο 

και όλοκληρώνοντες, εχομεν 

f dy f dx 
Υ+Ι = χ-Ι' 

(21) 

log.(y+ 1) = log.(x-l)+log.C, (22) 

5που C ECvaL ή α~~αιρετoς στα~ερά της όλοκληρώσεως. υO~εν 

Υ+Ι = C. (23) 
χ-Ι 

Τώρα έάν Υ = 1 δLά χ = ο, τότε έκ της (23) εύρισκομεν 

C = -2. (24) 

ΆνΤLκα~Lστωντες τήν ΤLμήν της C εLς τήν (23) ή ζητουμένη λύσLς 
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της (20) ή πληρουσα τήν δo~ε~σαν συνΟΡLακήν συν~ήκην ECvaL λΟL -

πάν 

Υ = 2(1-x)-1. 

β )' Ή ό μ ο γ ε ν ή ς Έ ξ ~ σ ω σ L ς • 

Έάν 

F(x, Υ) =!(Χ, Υ) , 
g(x, Υ) 

(25) 

(26) 

οπου f(x,y) κα~ g(x,y) ECvaL όμoγενε~ς συναρτήσεLς ώς πρός χ κα~ 

Υ του α~τoυ βα~μoυ, ~dτω n, (βλ. Κεφ. 9, § 9.8), τότε ή (16) γ~-

VETaL 

ΧΊ(Υ) 
dy =!(Χ, Υ) =~ = Φ(~) 
dx g(x, Υ) XΠB(~) Χ ' 

(27) 

όπου f, g κα~ Φ ECvaL συναρτήσεLς του L. Ή έξ~σωσLς αύτή συν-
χ 

ή~ως καλε~ταL όμογενής πρώτης τάξεως δLαφΟΡLκή έξ~σωσLς κα~ δύ-

vaTaL πάντοτε νά άναx~~ ε~ς έξ~σωσLν χωΡLζομένων μεταβλητων δLά 

της άνΤLκαταστάσεως 

Υ= vx, (28) 

οπου υ ECvaL συνάρτησLς της χ. ΠράγμαΤL, παραγωγ~ζoντες τήν (28), 

εχομεν 

dy dv 
- =v+x­
dx dx 

ή όπo~α, μετά της (28), έΠLτρέπεL ε~ς τήν (27) νά γραφ~ ώς 

dv v+x- = Φ(υ). 
dx 

(29) 

(30) 

Ή έξCσωσLς αύτή ECvaL προφανως της μορφης των χωΡLζομένων μετα­

βλητων καC δύναταL νά όλoκληρω~η κατ'ε~~ε~αν δCδουσα 

f 
dv fdX 

Φ(υ)-υ = -;-' 
(31) 

έκ της όποίας ή υ (καί ό~εν ή Υ) δύναται νά εύρε~~ συναρτήσει 



Παρ)δειγμα 2. Έπι,λύσατε τήν έξLσωσι,ν 

2ΧΥ d~ = χ2+ Υ2 
dx 

δo~έντoς ότΙ., Υ = ο δι,ά χ = 1. 

Γράφοντες τήν (32) ώς 

dy =χ2 +Υ2 =!(~+E), 
dx 2χΥ Ζ\Υ χ 

καL χρησι,μοποι,ουντες τήν (28) εχομεν 

'Ό~εν 

καL έξ αύτης 

'Άρα 

v+x dv = !(.!+V). 
dx 2 v 

2Χ dv = 1-v2 

dx v 

f~dv=fdX. 1-v2 χ 
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(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

οπου C εcναι, μCα αύ~αLρετος στα~ερά της όλοκληρώσεως. Ή (37) ύ­

πό αλλην μορφήν χωΡLς λογαρC~μους γράφεταΙ., 

2 2 Χ 
Υ -χ =-C. 

Τώρα έπει,δή Υ = Ο δι,ά χ = 1 πρέπεΙ., νά εχωμεν 

C= 1. 

Ή λύσι,ς της (32) ή Lκανοποι,ουσα τήν συνορι,ακήν συν~ήκην 

λοι,πόν 

(38) 

(39) 

εcναι, 

(40) 

Μερι,καL μή όμογενεις έξι,σώσει,ς δύνανταΙ., νά τε~oυν ύπό τήν μορφήν 

των όμογενων δι,'άπλης άλλαγης των μεταβλητων. ΈπC παραδεLγματι" 

ή έξLσωσι,ς 
dy ax+by+c 
-= , 
dx !x+Uy+h 

(41) 
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όπου α,b,c,f,g καί h εcνα~ δo~εισα~ στα~εραί, γίνετα~ ~έτoντες 

Χ=Χο+Χ,} 
Υ=Υο+Υ, 

(όπου χο κάί Υο εcνα~ στα~εραί) 

dY aX+bY+axo+byo+c 
dX= fX+gY+fxo+gyo+h· 

Έάν τά χο καί Υο έκλεγοϋν ούτως ώστε 

τότε 

axo+byo+c = ο,} 
fxo+gyo+h = ο, 

dY αΧ +bY a+b(Y/X) 
-= = , 
dX fX +gY f +g(Y/X) 

ή όποία εcνα~ όμογενοσς μορφης. 

(42 

(43) 

(44) 

(45) 

Μολαταστα, ή (44) τότε μόνον κα~oρίζε~ τά χο καί Υο όταν 

αg-bf + Ο (βλ. Κεφ. 10). Έάν αg-bf = Ο τότε f/α = g/b = k καί ή 

(41) γίνετα~ 

dy (ax+by)+c 
dx = k(αx+by)+h· 

'Ό~εν ~έτoντες u = αΧ+bΥ ή (46) γίνετα~ 

du = a+b( u+c). 
dx ku+h 

ή όποία εxε~ λάβε~ τήν μορφήν των xωρ~ζoμένων μεταβλητων. 

Παράδειγμα 3. Δ~ά νά λύσωμεν τήν έξίσωσ~ν 

dy Χ+Υ+3 -= 
dx Χ-Υ-5 

xρησ~μoπo~oσμεν τήν (42) καί λαμβάνομεν 

'Ό~εν -\Jέτοντες 

dY Χ+Υ+Χο+Υο+3 
-= 
dX Χ-Υ+Χο -Υο-5· 

Χο + Υο+3 = ο,} 
Χο - Υο-5 = ο, 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 



107 

ή (49) λαμβάνεL τήν μορφήν της όμογενους 

dY = Χ+Υ (51) 
dX Χ-Υ 

έκ της όΠΟLας ή Υ δύναταL νά εύρε~Q συναρτήσεL της Χ. ΤελLκως ~­

να έκφράσωμεν τήν Υ συναρτήσεL της Χ παρατηρουμεν έκ της (50) 0-

TL ΧΟ = 1, Υο = -4 xaL o~εν έκ της (42) Χ = l+Χ, Υ = -4+Υ. 

ΙΊα+::όδει.γμα 4. Ή έξLσωσLς 

dy Χ+Υ -=--.:...-
dx 1-Χ-Υ 

(52) 

εcναL ΤΟLαύτη ωστε οταν Χ = Χο+Χ, Υ = Υο+Υ, τά χο xaC Υο (έκ της 

(44)) νά μήν ύπciρχουν. -O~εν ~έτoντες Χ+Υ = u ~xoμεν 

dy du U 
-=--1="-
dx dx 1-u 

(53) 

du 1 
dx = 1-u· 

(54) 

Ή έξCσωσLς αύτή εcναL της μορφης των δLαχωΡLσCμων μεταβλητων 

xaC δ6ναταL νά όλoκληρω~ηκατ'εύ~ε~αν δCδουσα 

f(1-U) du = f dx (55) 

U
2 

u-- =x+C 
2 ' (56) 

οπου C εcναL μCα αύ~αCρετος στα~ερά της όλοκληρώσεως. Ώς έκ τού­

του, έπεLδή u = Χ+Υ, ή (56) γLνεταL 

Υ_ (Χ+ Υ)2 = C, 
2 

ή όποCα εcναL ή λύσLς της (52). 

(γ) Ή Ά κ Ρ L β ή ς Έ ξ C σ ω σ L ς. Έάν 

F(x ) = _Ρ(Χ, Υ) 
,Υ Q(x, Υ)' 

(57) 

(58) 



10-8 

οπου Ρ καί Q ECva~ δo~εϊσαι συναρτήσεις των χ καί Υ, τότε ή γε -

ν~κή πρώτης τάξεως έξίσωσ~ς (16) λαμβάνε~ τήν μορφήν 

Q(x, Υ) dy +Ρ(Χ, Υ) == Ο. 
dx 

(59) 

Έν συνεχείq, άναλόγως των μορφων των Ρ(Χ,Υ) καί Q(x,y) εcνα~ 

δυνατόν νά έκφρασ%~ τό άρ~στερόν μέλος της έξ~σώσεως ώς όλ~κή 

παράγωγος μ~ας συναρτήσεως, έστω u(x,y). Έκ του Κεφ. 9, § 9.6 , 

έχομεν 

du = (OU) dy + ou. 
dx ΟΥ dx ΟΧ 

Συνεπως (συγκρίνοντες τάς (59) καί (60» παρατηρουμεν ΟΗ 

OU} Ρ(Χ,Υ) =-, 
οχ 

ou Q(x,y)=-, 
ΟΥ 

ή (59) δύνατα~ νά γραφ~ ώς 

du -ο - , 
dx 

ή λύσ~ς της όποίας εcνα~ 

u(x, Υ) = στα%ερά 

Παρ~γωγίζoντες τήν (61) (καί ύπο%έτοντες oτ~ αι Ρ καί Q 

συνεχείς πρώτα ς παραγώγους) έχομεν 

οΡ(Χ, Υ) 02U 02U oQ(x, Υ) 
ΟΥ =:. ΟΥ οχ = οχ ΟΥ = ΟΧ . 

Ή άνωτέρω συν%ήκη εcνα~ άναγκαία καί ικανή Ενα ή (59) 

(60) 

, , 
εαν 

(61) 

(62) 

(63) 

έχουν 

(64) 

δύνατα~ 

νά έκφρασ%~ ώς όλ~κόν δ~αφoρ~κόν. Δ~ευκρ~νίζoμεν τήν λύσ~ν άκρ~­

βων έξ~σώσεων δ~ά των κατωτέρω παραδε~γμάτων. 

παράδειγμα 5. Ή έξίσωσ~ς 

(8Υ-χ2Υ) dy +(χ-χΥ2) = ο 
dx 

εcνα~ άκρ~βής έπε~δή Ρ(Χ,Υ) = χ-χΥ2, Q(x,y) = 8Υ-χ 2Υ καί 

(65) 
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οΡ(Χ, Υ) = -2ΧΥ = oQ(x, Υ). 
ΟΥ ΟΧ (66) 

Δ~ά νά εϋρωμεν τήν u(x,y) xρησ~μoπo~oυμεν τήν (61) ή όπo~α δ~δε~ 

ou = Ρ(Χ, Υ) = Χ-ΧΥ2• (67) 
ΟΧ 

Συνεπως, όλοκληρώνοντες ώς πρός χ, έχομεν 

χ2 

u(x, Υ) = _(1_Υ2)+Φ(Υ), 
2 

οπου Φ(Υ) εcνα~ μ~α αύ~α~ρετoς συνάρτησ~ς του Υ; Τώρα έπε~δή 

της (61) 

OU 2 - = Q(X, Υ) = 8Υ-Χ Υ 
ΟΥ 

(68) 

. 
εκ 

παρατηρουμεν δ~ά παραγωγ~σεως της (68) ώς πρός Υ κα~ συγκρ~νoν -

τες μέ τήν (69) oτ~ 

(70) 

(71) 

οπου c εCνα~ μ~α αύ~α~ρετoς στα~ερά της όλοκληρώσεως. Tελ~κως α~ 

(68) κα~ (71) όμου δ~δoυν 

χ2 

u(x, Υ) = -(1- y2)+4y2 +c 
2 

κα~ ή λυσ~ς τ~ς (65) εCνα~ λo~πόν (έκ της (63» 

(72) 

χ2 

_(1_y2)+4y2 = στα~ερά (73) 
2 

(ή στα~ερά c έxε~ συμπερ~ληφ~η είς τόν στα~ερόν όρον του δεξ~oυ 

μέλους). 

παράδειγμα 6. Ή έξίσωσ~ς 

2Χ log. χ dy + Υ = Ο 
dx 

(74) 
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δέν εcνα~ άκρ~βής έπε~δή Ρ(Χ,Υ) = Υ, Q(x,y) = 
οΡ(Χ, Υ) :F OQ(X, Υ). 

ΟΥ οχ 

2xlog χ 
e 

Έάν ομως ή (74) πoλλαπλασ~ασ~η έΠL Υ/Χ εUΡLσκομεν 

ή όΠΟLα, έπε~δή 

dy Υ2 
2ylog Χ--+-=Ο 

e dx χ ' 

- ~ = -(2Υ loge Χ), Ο (2) Ο 
ΟΥ χ ΟΧ 

εCνα~ άκρ~βής. Συνεπως άκoλoυ~oυντες τήν μέ~oδoν του 

καL 

(75) 

(76) 

τελευταLου 

παραδεLγματος ή λύσ~ς της (75) (καL έξ αύτης της (74» εUΡLσκε -

ται ότι εcναι ή 

u(x, Υ) = y 2 10ge Χ = στα~ερά. (77) 

Ό παράγων Υ/Χ, ό χρησ~μοπο~η~εLς άνωτέρω δ~ά νά καταστήση. τήν 

(74) άκρ~βη καλειτα~ όλoκληρωτ~κός παράγων. 

Γεν~κώτερoν, έάν ή έξLσωσ~ς 

Q(x, Υ) dy +Ρ(χ, Υ) = ο 
dx 

(78) 

δέν εCνα~ άκρ~βής, τότε ύπάρxε~ όλoκληρωτ~κός παράγων μ(Χ,Υ) 
. 
ο 

όποιος τήν μετατρέπε~ ε~ς &κρ~βη, &ν καL ή ε~ρεσ~ς της μορφης του 

μ ένδέxετα~ νά εCνα~ δυσχερής. Ύπo~έσωμεν ότ~ ή (78) πoλλαπλασ~­

άζετα~ έΠL μ(Χ,Υ) δLδουσα 

dy 
μ(χ, y)Q(x, Υ) -+ μ(χ, Υ)Ρ(Χ, Υ) = ο. 

dx 

Τότε (γράφοντες P,Q καL μ άνΤL Ρ(Χ,Υ), Q(x,y) καL μ(Χ,Υ), 

(79) 

, 
αντ~-

στοίχως) ή (79) εcναι άκριβής ύπό τήν πρoϋπό~εσιν ΟΤΙ ό μ ίκανο-

πo~ει τήν μερ~κήν δ~αφoρ~κήν έξLσωσ~ν 

Ο Ο 
-(μQ) = -(μΡ) 
οχ ΟΥ 

(80) 
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(81) 

Έκτός έάν α~ Ρ καL Q έχουν έξα~ρετ~κως άπλας μορφάς, ή (81) ε~ 

να~ συνή~ως δύσκολον νά λυ~η. Ό πρ~σδ~oρ~σμός όλoκληρωτ~κoυ πα­

ράγοντος εcνα~ εLς τό σημε~oν αύτό ζήτημα δoκ~μης καL σφάλματος. 

παράδειγμα 7. Ή έξLσωσ~ς 
dy 
Χ--Υ=Ο 

dx 
(82) 

δέν εcνα~ άκρ~βής. Ύπo~έσωμεν oτ~ ύπάρxε~ όλoκληρωτ~κός παράγων 

μ τo~oυτoς ωστε ή 

νά εcνα~ άκρ~βής. Τότε 

" η 

dy 
μχ--μΥ=Ο 

dx 

a a 
-(μχ) = -( - μΥ) 
aχ ay 

λος όλοκληρωτικός παράγων. Εύκόλως δέ έπαλη~εύεται_oτι αί 

1 1 1 1 1 

(83) 

(84) 

(85) 

μ = χ2' ;2' ΧΥ' χ2 + Υ2' χ2 _ Υ2 (86) 

εcνα~ όλα~ λύσε~ς της (85) κα~ έξ αύτοϋ oλα~ εcνα~ δυναΤΟL όλο­

κληρωΤ~ΚΟL παράγοντες. ΈΠL παραδείγματ~ λαμβάνοντες μ = 1/χ 2 , ή 

(83) γLνετα~ 

1 dy Υ 
----=0' 
xdx χ2 (87) 

ή όΠΟLα εcνα~ άκρ~βής. 'Eπε~δή ή (87) δύνατα~ νά γραφΥ! ώς ~(l) == ο, 
dx χ 

ή λύσ~ς της (82) εcνα~ λo~πόν 

Υ/Χ = στα~ερά .. (88) 
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'ομοίως, λαμβάνοντες μ 
1 • 

= (χ 2 -Υ2 )' η (83) γίνεταL 

_X_dy __ y_=O 
χ2_ Υ2 dx χ2 _ Υ2 • 

~ δποία ε~ναL &ΚΡLβ~ς. ΈπεLδ~ ~ (89) δdναταL νά γραφ~ ~ς 

~ log" (χ2_ Υ2) = Ο 
dx 

καί πάλLν εύρίσκομεν Υ/Χ = στα~ερά ~ς ε~ς τ~ν (88). 

(δ) Ή Γ Ρ α μ μ L Κ ~ Έ ξ ί σ ω σ L ς 

Έάν 

F(x. Υ) = Q(x)-P(x)y, 

(89) 

(90) 

σπου Ρ(Χ) καί Q(x) εGναL δο~εLσαL συναρτ~σεLς ~ς πρός χ (η στα -

~εραί), τότε ~ (16) γίνεταL 

dy + Ρ (Χ)Υ = Q(x). 
dx 

(91) 

Ή έξίσωσLς ταdτη (γνωστή ~ς ή γενLΚ~ γραμμLκή έξίσωσLς πρώτης 

τάξεως) δύναταL νά λυ~~ τ~ βοη~είq όλοκληρωΤLκου παράγοντος.Πρά­

γμαΤL, πολλαπλασLάζοντες τ~ν (91) έπί μίαν αύ~αίρετoν συνάρτησLV 

R(x) (τόν όλοκληρωΤLκόν παράγοντα), εχομεν 

R(x) dy +R(x)P(x)y = Q(x)R(x). 
dx 

Έάν ~ R(x) έκλεγη οϋτως ωστε τό άΡLστερόν μέλος της (92) νά 

σουταL πρός ~{R(x)y} , τότε 
dx 

d
d {R(x)y} = R(x) dy + Υ dR(x) = R(x) dy +R(x)P(x)y. 
χ dx dx dx 

υO~εν συγκρίνοντες τοdς σρους της (93) εχομεν 

dR(x) 
Υ --;;- = R(x)P(x)y, 

~ δποία κατόΠLν δλοκληρώσεως δίδεL (ύΠΟΤL~εμένου OTL Υ ~ ο) 

R(x) = eJP(X)d"'. 

(92) 

. 
L-

(93) 

(94) 

(95) 

ΈπεLδή ή Ρ(Χ) ε~ναL γνωστή συνάρτησLς, ~ μορφή του δλοκληρωΤL 

κου παράγοντος κα~ορίζεταL μονοσημάντως ύπό της (95). 
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Τελικως έκ των (92) κα~ (93) 

d -{R(x)y} = Q(x)R(x), 
dx 

(96) 

κα~ έξ αύτης 

R(x)y = f Q(x)R(x) dx. (97) 

Δεδομένης της R(x) ύπό της (95)~ ή (97) δ~δει τήν γενικήν λύσιν 

της (91). 

παράδειγμα 8. Νά λυ~~ ή 

dy +~y =χ2 
dx χ 

δo~έντoς ότι Υ = 1/6 διά χ = 1. 

Έδω ό όλοκληρωτικός παράγων R δ~δεται ύπό της 

R(x) = eJ<3/X)ιfx= e 3 {Jog.x} = e'og.x3 = χ3• 

υO~εν έκ της (97) ή λύσις της (98) ε~ναι 

(98) 

(99) 

(100) 

(101) 

Μέ Υ = 1/6 διά χ = 1, εύρ~σκoμεν c = Ο κα~ έξ αύτου ή ζητουμένη 

λύσις της (98) εΙναι 

21.4. Γραμμικαί Έςισώσεις 

χ3 

Υ=-· 
6 (102) 

Ή πρoαναφερ~εϊσα πρώτης τάξεως γραμμική έξ~σωσις εΙναι ~διαιτέ­

ρα περ~πτωσις της γενικης γραμμικης έξισώσεως τάξεως n 

d''y d,,-ty dy 
ao(x) -+αl(x~+ ... +α,,_ι(χ)-+α,,(Χ)Υ =j(x), (103) 

dx" dx" dx 

οπου αο(χ), αι(χ), ... αη(χ) καί f(x) εcναι δo~είσαι συναΡTήσει~ 

της χ η στα~ερα~. Ή έξ~σωσις αύτή καλεϊται όμογενής όταν f(x)=O 

κα~ μή όμογενής σταν f(x) ~ Ο. Ώς ~ά Cδωμεν κατωτέρω, εΙναι χρή-

Φ8 
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σ~μoν είς τήν έπιλυσ~ν μή όμογενων έξ~σώσεων της μορφης (103) νά 

έξετάζωμεν τήν άντιστo~xoν όμογενη (ή άνηγμένην) έξισωσ~ν ή όποια 

πρoκύπτε~ σταν ~έσωμεν f(x) = Ο. Έπι παραδειγμαη, ή όμογενής έ­

ξLσωσ~ς ή άντ~στo~xoυσα είς τήν 

(104) 

(105) 

Ύπo~έσωμεν τώρα στ~ Υι και Υ2 εcνα~ δύο άνεξάρτητo~ (βλ. Κεφ.10, 

§ 10.6, Τ.1) λυσε~ς της όμογενους έξ~σώσεως (103), ητo~ της 

d"y d"-ty dy 
αο(χ) -+αι(χ) ----=ϊ + ... +απ-ι(χ) - +α.(Χ)Υ = Ο. 

dx· dx· dx 

Τότε προφανως, ό γραμμ~κός συνδυασμός 

Υ = clYl +C2Y2, 

(106) 

(107) 

σπου c l και C2 εGνα~ αυ~αιρετo~ στα~εραι, εGνα~ έπισης λύσ~ς κα~' 

σσον δ~'άντ~καταστάσεως της (107) είς τό άρ~στερόν μέλος της 

(106) εχομεν 

( ( ) dΠY2 ()dn-lY2 ()dY2 (») + αο χ -+αι χ ~ι + ... +απ - ι χ -- +α. χ Υ2 . 
dx· dx· dx 

(108) 

Ή άνωτέρω έκφρασ~ς εcνα~ έκ ταυτότητος μηδέν κα~Όσoν έκάστη 

παρέν~εσ~ς εcνα~ μηδέν έπε~δή αί Υι και Υ2 εGνα~ λυσε~ς της 

(106). ΌμΟLως δυνάμε~α νά δειξωμεν ση έάν Υι, Y2, ••• Yn εGνα~ 

n άνεξάρτητo~ λύσε~ς της (106), τότε ό γραμμ~κός συνδυασμός 

Υ = clYl +C2Y2+ ... +cnY., (109) 

οπου Cl, C2, ••• Cn εCναι αύ~αίρετoι στα~εραί, EcvaL έπίσης λύσις 

της (106). Έπε~δή ή (109) περ~έxε~ n στα~εράς εGνα~ λoγ~κόν 

(έφαρμόζοντες τάς ίδέας της § 21.2) νά λάβωμεν αυτήν ώς τήν γε­

ν~κήν λύσ~ν της n τάξεως δ~αφoρ~κης έξ~σώσεως (106). 
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'oρ~ζoμεν τώρα τήν γενLχήν λύσLν της μή όμογενοσς έξLσώσεως 

(103) ώς τό α~ΡΟLσμα της γενLχης λύσεως της όμογενους έξLσώσεως 

xα~ τυχούσης μεΡLχης λύσεως της μή όμογενοσς έξLσώσεως. Δηλαδή, 

έάν Υ εGναL μ~α μεΡLχή λύσLς της (103), τότε ή γενLχή λύσLς εG-

vaL 
(110) 

Προφανως ή φράσLς "γενLχή λύσLς" εGναL υπερφορτωμένη έδω xα~ δLά 

νά άποφύγωμεν τήν σύγχuσLν σuνη~~ζεταL οταν άσxoλoύμε~α μέ μή ό­

μογενεCς έξLσώσεLς νά χαλουμεν τήν γενLχήν λύσLν της όμογενους έ-

ξLσώσεως "σuμπληρωμαΤLχήν σuνάρτησLν" xα~ τήν μεΡLχήν λύσLν Υ 

της μή όμογενοϋς έξισώσεως "μερικόν όλοκλήρωμα". υΟ-Θ-εν διά μή ό-

μογενεϊς έξLσώσεLς ~σχύεL ή 

ΓενLχή λύσLς = ΣuμπληρωμαΤLχή ΣuνάρτησLς+ΜεΡLχόν 'ολοχλήρωμα 

21 .5. Γραμμι. καί ΌμΟΥενεί ς Έςι.αισε ι. ς μέ Σταθερούς Συντελεστάς 

Ή γενLχή γραμμLχή έξ~σωσLς μέ τήν όπo~αν ήσxoλή~ημεν ε~ς τήν τε­

λευτα~αν παράγραφον εGναL δύσχολον νά λυ~~ xα~ χρεLάζεταL ε~δL -

Χάς τεχνLΧάς (βλ. Κεφ. 22 xα~ έπ~σης § 21.9 (α». υΟμως μ~α σπου-

δα~α xα~ ε~δLχή περ~πτωσLς εGναL οταν o~ συντελεσταί αο(χ) , 

αι(χ), α2(χ), •.. ,αη (χ) εGναL στα~ερα~, οτε ή έξίσωσLς χαλεLταL έ­

ξίσωσLς μέ στα~ερoύς συντελεστάς. E~ς τήν παράγραφον αύτήν ~ά 

έξετάσωμεν τήν λuσLν της όμογενους έξLσώσεως μέ στα~ερoύς συντε­

λεστάς 

(111) 

μέ ~δLαLτέραν εμφασLν δLά τήν έξίσωσLν δευτέρας τάξεως (η = 2) 

(112) 

"Εστω, δΟΧLμασΤLχως, ώς λύσLς της (112) ή 

Υ = eΠΙ;". (113) 

, 
τοτε 

(114) 
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υΟΘεν ~ (113) ε~ναι λ~σις τ~ς (112) 5ταν m ε~ναι ρCζα τ~ς 

aom2+aIm+a2 = Ο. 

Έάν ml καί m2 ε~ναι α~ δ~o ρίζαι τ~ς έξισώσεως (115) (~ 

ε~ναι συνήΘως γνωστή ώς ~ βοηΘητική έξCσωσις) τότε α~ 

(115) . , 
οποια 

(116) 

ε~ναι ciμφότεραι λ~σεις τ~ς (112). υ ΟΘεν ~ γενική λ~σις ε~ναι 

(117) 

5που Αι xaC Α2 ε~ναι αύΘαCρετοι aTaeEpaC. MCa έλαφρά δυσκολCα έμ­

φανCζεται 5ταν ή βοηΘητική έξCσωσις εχει ϊσας ρCζας, δηλαδή ml = 
= m2 = m . Πράγματι, ELS τήν περCπτωσιν αύτήν aL δ~o λ~σεις τ~ς 

(116) δέν ε~ναι ciνεξάρτητοι xaC ~ (117) yCVETaL 

Υ = (Αι +A2)e"'" = Ce-, (118) 

5που C ε~ναι μCα νέα αύΘαCρετος σταΘερά. Ή λ~σις αύτή δέν δ~να­

ται νά ε~ναι γενική λ~σις της (112) έπειδή περιέχει μόνον μCαν 

αύΘαCρετον σταΘεράν. Διά νά εύρωμεν λοιπόν μCαν αλλην λ~σιν γρά-

φομεν 

Υ = ue""'. (119) 

5που u ε~ναι μCα συνάρτησις του Χ. 

ΆντικαΘιστωντες ELS τήν (112) λαμβάνομεν 

d2u du 2 aO -2 +(2maO+al) -+(aOm +alm+a2)U = Ο. (120) 
dx dx 

, ι 

Συμφώνως πρός τήν (115) ~ τελευταCα παρένΘεσις της (120) μηδενC-

ζεται' όμοCως έπειδή xaC α~ δ~o ρCζαι της (115) ε~ναι ϊσαι πρός 

m έχομεν ώς αΘροισμά των 

m+m=_al 
ao 

(121) 

(122) 

υΟΘεν ό δεύτερος 5ρος της (120) έπCσης μηδενCζεται. Ή μορφή τ"ης 

u καΘορCζεται λοιπόν έκ της ciπομενο~σης έξισώσεως 
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(123) 

ή ό π ο ία δ ί δ ε ι 
(124) 

οπου Al καί Α2 εcναι αύ~αίρετoι στα~εραί. 

Ή γενική λύσις της (112), όταν ή βoη~ητική έξίσωσις έχη 

δύο Lσας ρίζας ml = m2 = m, εcναι ή 

(125) 

Όμοίως έάν ή n τάξεως στα~ερων συντελεστων έξίσωσις (111) εcναι 

τοιαύτη ωστε ή βoη~ητική έξίσωσις νά εχη ρίζας ml, m2,'" πολλα­

πλότητος kl, k 2 , ••• , τότε o~ κατάλληλοι όροι εLς τήν γενικήν λύ­

σιν εcναι 

(Αι +Α2χ+Α3χ2 + ... +AkIxkI-t)emι%, 

(Βι +Β2χ+Β3χ2 + ... +Bk.xk,-l)em.%, 
(126) 

καί ούτω κα~'έξης. 

Διασαφηνίζομεν τά άποτελέσματα αύτά διά των κατωτέρω παρα­

δειγμάτων. 

Παράδειγμα 9. Θά έπιλύσωμεν τήν έξίσωσιν 

(127) 

Έδω ~έτoντες Υ 
mx , = e έχομεν τήν βΌη~ητικήν έξίσωσιν 

m2 +3m+2=0, (128) 

ή όποία εχει ρίζας m = -1, -2. υO~εν ή γενική λύσις της (127) εc­

ναι ή 

οπου Α καί Β εΙναι αύ~αίρετoι στα%εραί. 

παράδειγμα 10. 'Έστω πρός λύσιν ή έξίσωσις 

d
2
y +dy +Υ = Ο. 

dx2 dx 

Έδω ή βoη~ητική έξίσωσις εcναι 

(129) 

(130) 



118 

m2+m+l = ο, 

ή όποία εχεL ρίζας m = - ~ ±Η ~ 13). 
Σuνεπως ή γενLκή λύσLς tGvaL 

Α [-t+':v'3} [-t-.!.v'3]'" 
Υ = e 2 +Be 2 

(131) 

(132) 

υοταν , οπως έδω, αι ρίζαL της βοη~ηΤLκης έξLσώσεως εGναL μLγαδL­

καί ή γεVLκή λύσLς δύναταL νά γραφ~ καί ύπό δLαφορεΤLκήν μορφήν 

χρησLμΟΠΟLουντες τήν σχέσLν (βλ. Κεφ. 7, σχέσLν (42), Τ.1) 

eI'" = cos χ+ί sin χ, (Χ πραγμαΤLκός). (133) 

Κατ'αύτόν τόν τρόπον ή (132) γίνεταL 

(134) 

οπου Ε καί F εcναι αύ~αίρεTOΙ σTα~εραί. 

παράδειγμα 11. θεωρήσωμεν τήν έξίσωσLν 

d2y dy 
dx2 -6 dx +9Υ = ο. (135) 

Έδω ή βοη~ηΤLκή έξίσωσLς 

(136) 

εχεL δύο Lσας ρίζας m = 3. 

Σuνεπως ή γενLκή λύσLς εGναL 

Υ = (Α +Βχ)e3x, (137) 

σπου Α καί Β εcναι αύ%αίρετοι στα~εραί. 

παράδειγμα 12. 'Έστω ή 

(138) 

Έδω ή βοη~ηΤLκή έξίσωσLς 

m3 -m2-m+l = Ο 

" , mx , 
(προκύψασα δL ανΤLκαταστασεως Υ = e εLς τήν (138)) γράφεταL ώς 

γLνόμενον 
(m-l)2(m+ 1) = ο, 
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ητοι, m = 1 (δι,πλτυ xaC m = -1. Ή γενι,κή λύσι,ς εGναι, λοι,πόν 

Υ = (A+Bx)~+Ce-". (139) 

όπου Α,Β καί C ECvaL αύ~αίρετoι στα%εραί. 

21.6. Γραμμικαί μή 'Ομογενείς Έςισώσεις μέ Σταθερούς Συντελε -

στά&; 

, Εδm ~ξετdζομεν ~~ι,σ~σει,ς τ~ς γενι,κλς μoρφ~ς 

(140) 

όπου f(x) εcναι δo~εϊσα συνάρτησις της χ καί al, α2, ... αη εcναι 

στα~εραC. Ώς ε~δoμεν ή γενι,κή λύσι,ς τ~ς έξι,σ~σεως αύτ~ς εGναι, 

τό α~ρoι,σμα τλς γενι,κ~ς λύσεως τλς άντι,στοίχου όμογενους (άνηγμέ­

νης) ~ξι,σ~σεως (προκυπτούσης έdν τε~~ f(x) = ο) xaC μι,ας μερι,­

κλς λύσεως (όλoκληρ~ματoς) τλς (140). Έφ'οσον ομως ή όμογενής 

~ξCσωσι,ς δύναταΙ., νά λυ~~ δι,d της με~όδoυ τ~ς τελευταCας παραγρά-

φου, τό μόνον άπομένον πρόβλημα εGναι, νά εϋρωμεν μερι,κήν λύσι,ν 

δι,ά δεδομένην περCπτωσι,ν. τουτο ένCοτε έπι,τυγχάνεται, δι,'έπι,σκο -

πήσεως. Έπί παραδείγματΙ., ή έξίσωσι,ς 

(141) 

ίκανοποι,εϊται, ύπό της Υ = 3Χ, ή όποCα EGvaι, μερι,κή λύσι,ς. Ή γε­

νι,κή λύσι,ς της (141) εGναι, λοι,πόν τό α~ρoι,σμα τ~ς μερι,κης λύσεως 

xaC τ~ς γενι,κηςλύσεως (τ~ς συμπληρωματι,κης συναρτήσεως) τ~ς 

d
2
y +Υ=Ο. 

dx2 (142) 

Λύοντες τήν (142) εύρCσκομεν m2+1 = Ο, xaC o~εν m = ~i. Ή συμ-

πληρωματική συνάρτησις εcναι της μορφης 

Υ = Ael>:+Be-1>: = Ε cos x+F sin χ, (143) 

οπου A,B,E,F EGvaι, στα~εραC. Συνεπmς ή γενι,κή λύσι,ς της (141) EG­

ναΙ., ή 

Υ = Ε cos x+Fsin Χ+3Χ. (144) 

Μολαταυτα, έξαι,ρέσει, πολύ άπλmν περι,πτ~σεων, EGVaι, πρακτι,κmς ά-
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δύνατον νά εϋρωμεν μερικήν λύσιν (όλοκλήρωμα) δι' 
, , 
επισκοπησεως 

κα~ ώς έκ τούτου αλλαι μέ-θοδοι πρέπει νά χρησιμοποιη-θουν. Δύο έκ 

των. με-θόδων αύτων -θά άναπτυχ-θουν κατωτέρω' μία τρ~τη μέ-θοδος βα­

σΙζομένη έπ~ των Ιδιοτήτων ένός γραμμικου τελεστου (τοΌ τελεστοΌ 

D) -θά άναπτυχ-θη εις τήν § 21.8. ΣημειοΌμεν έδω οτι εις τό Κεφ.23 

-θά συναντήσωμεν μ~αν σπουδα{αν μέ-θοδον διά τήν λύσιν συνή-θων 

γραμμικων διαφορικων έξισώσεων μέ στα-θερούς συντελεστάς, διά της 

όπo~ας δέν -θά ECvaL άναγκαLον νά ενρωμεν κεχωρισμένως τήν 

πληρωματικήν συνάρτησιν καί ενα όλοκλήρωμα. 

συμ-

(α) Μ έ -θ ο δ ο ς τ ω ν Ά π ρ ο σ δ ι ο Ρ ~ σ τ ω ν Σ υ ν -

τ ε λ ε σ τ ω ν 

Ή μέ-θοδος αύτή εγκειται εις τήν δοκιμήν ώρισμένης μορφης 

μερικης λύσεως Υ(Χ) της (140) ή όπo~α έξαρταται έκ της μορψης της 

συναρτήσεως f(x) κα~ περιέχει ώρισμένον άρι-θμόν αύ-θαιρέτων στα -

-θερων. Ή δοκιμαστική συνάρτησις έν συνεxε~~ άντικα-θLσταται εις 

τήν έξίσωσιν καί α~ στα-θερα~ έκλέΥονται ώστε νά ECvaL λύσις. o~ 

άκόλου-θοι κανόνες (o~ όΠΟLΟΙ δύνανται νά δικαιολογη-θουν αύστηρως 

δι'αλλων με-θόδων) ECvaL χρήσιμοι εΙς τόν κα-θορισμόν της μορφης 

της Υ(Χ) διά συγκεκριμένην μορφήν τ~ς f(x). 

(i) " f() bx εαν χ = ae οπου α καί b εcναL στα~εραί καί 
, , 
εαν 

ή βοη-θητική έξίσωσις της (140) εχει m = b ώς ΡLζαν 

πολλαπλότητος k (ητοι ή ΡLζα έπαναλαμβάνεται k φοράς), 

τότε λαμβάνομεν 

Υ(Χ) = Axkeb", 

οπου Α εcναι προσδιοριστέα στα-θερά. (Έάν m = b δέν 

ECvaL ρ~ζα τότε k = ο). 

(ii) έάν f(x) = asinbx η acosbx οπου α καί b ECvaL στα-θε -

ρα~ καί έάν (m 2+b 2 ) εcναι παράγων της βοη-θητικης έ­

ξισώσεως πολλαπλότητος k, τότε λαμβάνομεν 

Υ(Χ) = xk(A sin bx+ Β cos bx), 



απου Α κα( Β εGνα~ πρoσδ~oρ~στέα~ στα~ερά(. (Έάν 

μως τό m2 +b 2 δέν εcνα~ παράγων, τότε k = ο). 
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tI 
0-

(iii) έάν f(x) = αχS,οπου α κα~ S εcνα~ στα~ερ~~ κα~ έάν ή 

βoη~ητ~κή έξ~σωσ~ς εχη m = Ο ώς ΡLζαν πολλαπλότητος k, 

τότε λαμβάνομεν 

όπου A,B, ... P,Q εcναι σTα~εραί προσδιοριστέαι. (πάλιν 

έάν ή m = Ο δέν εcνα~ ΡLζα, τότε k = ο). 

'Εάν ή f(x) εcνα~ τό α~ρo~σμα τυχόντων δύο η αλων των είδ~κων αύ­

των μορφων τό μερ~κόν όλοκλήρωμα εcνα~ τότε τό κατάλληλον α~ρo~­

σμα των άτoμ~κων μερ~κων όλοκληρωμάτων. τά κατωτέρω παραδεLγματα 

ύπoδε~κνύoυν τήν xρησ~ν των κανόνων αύτων. 

Παράδειγμα 13. N~ εύρε~~ μερ~κόν όλοκλήρωμα της 

(145) 

(146) 

~xε~ ρ(ζας m = 1 xaL m = 2. ·O~εν έκ της (i), έπε~δή μLα έκ των 

ρ~ζων εcνα~ ίση πρός b(=2) πρέπε~ νά λάβωμεν k = 1 κα( έξ αύτοϋ 

Υ(Χ) = Axe2x• (147) 

Άντ~κα~~στωντες τήν (147) είς τήν (145) εύρ(σκομεν-Α = 1 xaL έξ 

αύτοϋ τό μερ~κόν όλοκλήρωμα εcνα~ 

Υ(Χ) = xe2x
• 

Ή γεν~κή λύσ~ς της (145) εcνα~ κατά ταυτα ή 

Υ = Cex + De2X + xe2x
, 

όπου C καί D ε~ναι αύ~αίρετoι στα~εραί. 

Παράδειγμα 14. Νά εύρε~~ μερ~κόν όλοκλήρωμα της 

~2+4Y = 3 sin 2χ. 
dx . 

(148) 

(149) 

(150) 
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Έδω ή βοη~ηΤLκή έξίσωσLς εcναL 

(m2 +4) =0. (151) 

Τώρα έπεLδή (εLς τόν κανόνα (ii» b = 2, παρατηρουμεν OTL τό 

22, " 24 ( ) tI k m +b σuμΠLπτεL μέ τον παραγοντα m + της 151. O~εν = 1 καί 

συνεπως 

Υ(Χ) = Χ(Α sin 2χ+Β cos 2Χ), (152) 

οπου Α καί Β εCναL στα~εραί τάς όποίας ~ά ύΠΟλογίσωμεν. ΆνΤLκα­

~Lστωντες τήν (152) εLς τήν (150) εύρίσκομεν Α = Ο, Β = - ~ • τό 
μεΡLκόν όλοκλήρωμα εcναL 

Υ(χ) = -ix cos 2χ. (153) 

Συνεπως ή γενLκή λύσLς (χρησLμΟΠΟLουντες τήν (151» εcναL 

Υ = Ce2i"+De-2ix-ix cos 2χ, (154) 
=Ε cos 2x+F sin 2x-ix cos 2χ, 

οπου C,D,E και F εcναι αύ~αίρετoι στα~εραί. 

IΊα.ι:riδει.yμα 15. Νά εύρε~ϊ;1 μεΡLκή λύσLς της 

d3y d2y dy 
--2 ---+2Υ = 6x+sin Χ.' (155) 
dx 3 dx2 dx 

Έδω ή βοη~ηΤLκή έξίσωσLς 

m3 -2m2 -m+2 = Ο (156) 

εχεL ρίζας m = 1, -1 καί 2. 'Ό~εν έΉ των (iii) Κ,αί (ii) αί, μορ­

φαί τ~ν μεΡLκων όλοκληρωμάτων τά όΠΟLα εcναL κατάλληλα δLά τόν 0-

ρον 6Χ καί τόν όρον sinx εCναL άνΤLστοίχως Αχ+Β καί Csinx+Dcosx 

οπου A,B,C καί D εCναL στα~έραί. Ή μορφή της Υ(Χ) δLά τήν (155) 

εCναL 

Υ(χ) = Ax+B+C sin x+D cos Χ. (157) 

3 
ΆνTLκα~Lστωντες τήν (157) εLς τήν (155) εύρίσκομεν Α = 3,Β ='"2' 

C = ~ καί D = ~ καί έξ αύτων μεΡLκόν όλοκλήρωμαεcναL 
5 10 

, Υ(χ) = 3(x+t)+io(2 sin x+cos χ). (158) 
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(b) Μ έ ~ ο δ ο ς τ ω ν Μ ε τ α β α λ λ ο μ έ ν ω ν Σ τ α -

~ ε Ρ ω ν 

Έπεξηγουμεν τήν μέ~oδoν αυτήν (ή όποία εcναι έπίσης γνωστή 

καί ώς μέ~oδoς της μεταβολης των παραμέτρων) ~εωρoυντες τήν δευ­

τέρας τάξεως έξίσωσιν μέ στα~εράς συντελεστάς 

(159) 

Ύπo~έσωμεν ότι ή συμπληρωματική συνάρτησις της έξισώσεως εcναι . 
η (160) 

οπου Υι καί Υ2 εCναι άνεξάρτητοι λύσεις της όμογενους έξισώσεως 

(161) 

και Al, Α2 εcναι στα~εραΙ. Έν συνεxει~ άντικα~ιστωμεν τάς στα -

~εράς διά των συναρτήσεων Ul(X) καί υ2(Χ) καί όρίζομεν μιαν νέαν 

συνάρτησιν Υ(Χ) διά της 

Υ(Χ) = υι (Χ)Υι + v2 (Χ)Υ2' 
(162) 

A~ συναρτήσεις Ul(X) και υ2(Χ) πρέπει νά εύρε~oυν οϋτως ωστε ή 

Υ(Χ) νά ECvaL λυσις της (159). Τώρα άντικα~ιστωντες τήν (162) ε~ς 

τήν (159) όδηγεϊ ε~ς ενα μόνον περιορισμόν έπί των συναρτήσεων 

αύτων· διά τουτο δέν κα~oρίζoνται έκ του περιορισμου ΟΤΙ ή Υ(Χ) 

ε{ναι λύσις της (159). Συνεπως δυνάμε~α νά έπιβάλωμεν μίαν είσέ-

τι συν~ήκην έπί των Ul(X) καί υ2(Χ) ή όποία έν συνδυασμψ μετά 

της πρώτης ~ά κα~oρίση ταύτας μονοσημάντως. Διευκολύνει νά λάβω­

μεν ώς τοιαύτην συν~ήκην τήν 

υ;(Χ)Υι +V;(X)Y2 = Ο, for all Χ, (163) 

(τόνοι ύποδηλουν παράγωγον ώς πρός Χ) κα~Όσoν ή εκφρασις διά 

τήν dY(x)/dx ή όπΌία ~ά xρειασ~η κατωτέρω άπλοποιεϊται ε~ς 

dY(x) ( )' ( ) , --. = υι Χ Υι +V2 Χ Υ2' 
dx 

(164) 

Παραγωγίζοντες τήν (164) εύρίσκομεν 

d
2

y(x) ( )"+ ()" '()' '()' ~ = υι Χ Υι v2 Χ Υ2 +υι Χ Υι +V2 Χ Υ2' ιl65) 
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Έν συνεxε~~ άντικα~ιστωντες τάς (162),(164) κα~ (165) 

(159) έχομεν 

αo[υι(x)y~ +V2(X)Y2 +υ;(x)y~ +υ;(Χ)ΥΩ 

, 
εις τήν 

+αι[υl(Χ)Υί +V2(x)y2] +α2[υι(Χ)Υι +V2(X)Y2] = f(x), (166) 

υι(χ)(αοΥί' +αιΥί + α2Υι)+υ2(χ)(αοΥ2 +αιΥ2 +a2Y2) 
+ ao[ υί (Χ)Υί + V2(X)Y2] = f(x). (167) 

Έπειδή έξ όρισμου Yl κα~ Υ2 εcναι λύσεις της (161) α~ 

δύο άγκύλαι της (167) μηδεν~ζoνται κα~ συνεπως 

'()'+'()' f(x) ( υ ι Χ Υι v2 Χ Υ2 = -, ao # Ο). 
ao 

·O~εν λύοντες τάς (168) κα~ (163) συγχρόνως εόρ~σκoμεν 

κα~ 

έκ των όποίων 

κα~ 

υί(Χ) = 

v'(x) = Υι!(Χ) 
2 (")' aO ΥιΥ2 - ΥιΥ2 

V2(X) = ..!.f Y,ιI(x~ . dx. 
'8> ΥιΥΖ:- ΥιΥ2 

πρωται 

(168) 

(169) 

(170) 

(171) 

(172) 

Παρατηρουμεν ΟΤΙ9έπειδή α~ Yl κα~ Υ2 εcναι έξ όπo~έσεως άνεξάρ -

τητοι λύσεις ή Wronskian Y1Y2-Y2Yl εcναι διάφορος του μηδενός (C­
δέ Κεφ. 10, § 10.8, Τ.1). 

'Υπό τήν μορφήν αύτήν των Ul(X) κα~ υ2(Χ), ή (162) 

μερικόν όλοκλήρωμα της (159). Ή γενική λύσις εcναι λοιπόν 

εcναι 
, 

το 



α%ΡΟLσμα των (160) κα~ (162), δηλαδή 

Υ - [Αι +υι(Χ)]Υι + [Α2 +V2(X)]Y2' 

παράδειγμα 16. Νά λυ%~ ή 
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(173) 

d2 
-.Ε_Υ =~, (174) 
dx2 

A~ δύο λύσεLς της όμογενους έξLσώσεως εCναL Υ1= e
X

, Υι = e-X, Έ-

πομένως ή συμπληρωματική συνάρτησις ε~ναι 

Υ = A l e
x +A2e-x, 

Συνεπως τ6 μεΡLκ6ν όλoκλ~ρωμα Υ(Χ) εcναL 

Υ(χ) = vl(X)~+v2(x)e-X, 

οπου, έκ των (171) κα~ (172), 

f e-X • eX χ 
v χ = - dx =-ι( ) (Χ -Χ Χ -Χ) 2' -e . e -e. e 

Αι Χ Α -Χ Χ-χ = le + 2e +-ι::, 
2 

(175) 

(176) 

(177) 

(178) 

(179) 

(180) 

οπου Α{(= Αι- J:....) κα~ Αι ε~ναL αύ%α~ρεΤΟL στα%ερα~, (ΣημεLωτέον 
4 

OTL στα%ερα~ όλοκληρώσεως δέν χρεLάζεταL νά προστε%ουν ε~ς τάς 

(177) καL (178) έπεLδ~ πεΡLλαμβάνονταL ηδη ε~ς τάς Αι κα~ Αι, ώς 

δεLκνύεταL ε~ς τ~ν (173». 

21.7. Ό Τελεστής D 

E~ς τ~ν μελ~την γραμ~Lκων δLαφΟΡLκων έξLσώσεων μέ στα%ερούς_συν-

τελεστάς ε~ναL συν~%ως χρ~σLμον νά ε~σαγάγωμεν τ6 σύμβολον D 

πρ6ς παράστασLν του δLαφΟΡLΚΟU τελεστου d/dx, ·Ο%εν 

(181) 
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xaL οϋτω κα~'έξη~. Έκ των κανόνων παραγωγLσεω~ εχομεν 

(ί) DU(x)+g(x)] = Df(x) + Dg(x), 

σπου f(x) xaL g(X) εcναι παραγωγLσιμοι συναρτήσει~ 

(ίί) D[cf(x)] = cDf(x), σπου c εcναι στα~ερά' (182) 

xaL 

(iii) D"'[D" f(x)] = .Dn[D'" f(x)] = D"'+nf(x), " οπου 

m xaL n εcναι ~εΤΙΚΟL άκέραιοι. 

Συνεπω~ παρατηρουμεν ότι ό D ~κανοποιεL τρεL~ έκ των κανό­

νων τη~ στoιxειώδoυ~ άλγέβρα~ xaL υπό τήν εννοιαν αυτήν δύναται 

νά ~εωρη~~ ~~ συνή~η~ άλγεβρική πoσότη~ (δηλ., άρι~μό~) άνεξαρτή­

τω~ του γεγoνότo~ στι εGναι τελεστή~ και ει~ τήν πραγματικότητα 

δέν εχει καμLαν άρι~μητικήν τιμήν. 

Ή γενική γραμμική διαφορική έξLσωσι~ n τάξεω~ μέ στα~ερoύ~ 
/ . 

συντελεστά~ 

δύναται νά γραφ~ συναρτήσει του τελεστοσ D ~~ 

(αoDn+αlDn-l + 000 +αn-lD+αn)y =f(x) 

η, συμβoλικω~, ~~ 

F(D)y = f(x), 

σπου τό 

(183) 

(184) 

(185) 

(186) 

εGναι πoλυωνυμικό~ τελεστή~ ~~ πρό~ D βα~μoσ n. Τώρα έπειδή ό D 

συμπεριφέρεται ~~ άλγεβρική πoσότη~ τό αυτό ισχύει και διά τόν 

F(D) (6 όΠΟLΟ~ εGναι γραμμικό~ συνδυασμό~ δυνάμεων του D). "O~εν 

ό F(D) δύναται νά γραφ9 ώ~ γινόμενον όπω~ συμβαLνει και μέ τά~ 

άλγεβρικά~ έκφράσει~. ΈΠL παραδεLγματι ή (D 2+4D+3)y δύναται νά 

γραφ~ ώ~ (D+3)(D+l)y σπου ό (D+3) ένεργεL έΠL του (D+l)y. Ή τά-
, , t" t., , l' , 

ξι~ κατα την οποιαν γραφονται οι παραγoντε~ δεν ειναι σημαντικη 

έφ'όσον εύκόλω~ διαπιστουται στι (D+l)(D+3)y = (D+3)(D+l)y. Ση-
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μει,ώνομεν δέ σΗ ή τάξι,ς μέ τή.ν όποίαν γράφονταΙ" οί παράγοντες 

της (186) εcναι, σημαντι,κή οταν τά αο, αι"" αη δέν εcναι,στα~ε­
ρα~ άλλά συναρτήσει,ς της Χ. Έπί παραδε~γμαH 

(D+2x)(D+l)y = D2 +2xDy+ Dy+2xy, (187) 

, -
ενω 

(188) . (D+ l)(D+2x)y = D2+ D(2xy) + Dy+2xy. 

υO~εν (D+2x)(D+1)y + (D+1)(D+2x)y. Πρός περαι,τέρ~ έπεξήγησι,ν 

της τροπης ε~ς γι,νόμενον του F(D) παρά~έτoμεν τά άκόλoυ~α παρα -

δείγματα : 

(D2_l)y = (D+l)(D-I)y = (D-l)(D+l)y, 

(D2+2D+l)y = (D+l)(D+l)y = (D+1)2y, 

(D3 -3D-2)y = (D+ 1)(D+ 1)(D-2)y = (D+ 1)2(D-2)y (189) 

== (D-2)(D+1)2y, 

(D2+l)y = (D+i)(D-i)y == (D-i)(D+i)y. 

Έν συνεxεί~, άποδει,κνύομεν τρία χρήσι,μα ~εωρήματα έπί του πολυω 

νυμι,κου τελεστου F(D), όρι,ζομένου ε~ς τήν (186). 

ΘεcΦημα. 1. 'Εάν k εcναι, στα~ερά, τότε 

F(D)efα = F(k)efα. 
Δι,ά νά άποδείξωμεν αύτό σημει,ώνομεν ΟΗ DeIα == keIα, D2efα = k2efα, 
καί ούτω κα~'έξης. 

Συνεπως 

F(D)rF = (aoD"+alDn
-

l + ... +an_lD+an)efα 
== (aok"+alk"-l+ ... +a"_lk+aJefα 
== F(k)efα. 

Έπί παραδείγματΙ", 

(190) 

(6D2+ 3D +2)e3
% = (6.32+3.3+2)e3

% == 6Ses
%. (191) 

ΘεΨημα. 2. Έάν k εcναι, στα~ερά καί V(x) εcναι, αΟΟαίρετος συνάρ­

τησι,ς του Χ, τότε 

F(D){efαV(x)} = eIαF(D+k)V(x). (192) 

-Αποδεικνύομεν τό άνωτέρω σημειώνοντεs οτι 
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D{eUV(x)} = ekXDV(x)+kekxy(x) = ~(D+k)V(x), 

υ2{~ψ(x)} = D{ekx(D+k)V(x)} = ekX{(D+k)(D+k)V(x)} 

= ~X(D+k)2V(X), 

ιια~, έκ του Θεωρήματος του Leibnitz, δ ι.,ά κά-&ε άκέραι,ον η, 

''ο-&εν 

υη{~ψ(x)} = ~XDnv(x)+nclD(ekX)Dn-lv(x)+ ... 

+ncn_lDn-l(~X)DV(x)+ncnDn(~X)v(x) 

= ekXD"V(x) + K1IekxDn- t V(X) + ... 
+ nkn-teUDV(x)+ k"ek:Iψ(x) 

== ~(D+k)nv(x). 

F(D){~V(x)} = ~F(D+k)V(x). 

Έπ~ παραδε~Ύματι, 

(D2-4D + 1){e2xv(x)} = e2X{(D+2)2_4(D+2)+1}V(x) 

= e2X(D2_3)V(x). 

Θε~ημα 3. Έάν k εcναι, στα-&ερά 

κα~ 

F(D 2
) sin kx = Ρ( _k2

) sin kX,} 
F(D2) cos kx = Ρ( _k2) cos kx, 

(193) 

(194) 

οπου F(D 2
) εcναι, ό πολυωνυμι,κός τελεστής (186) με D άντι,κα-&ι,στώ­

μενον ύπό D2 • 

·Ινα άπoδε~ξωμεν α~τό σημει,ώνομεν οτι, D2 sinkx = -k 2sinkx 

D2 sinkx = k 2 sinkx = (-k 2
)2 s inkx κα~ οϋτω κα-&'έξης. 

·Ο-&εν 

F(D2) sin kx = (αου2Π+αιυ2(π-ι)+ ... +απ_ιυ2+απ) sin kx 

= {α ο( -k2)n+ αl ( _k2)"-l+ ... +απ-ι( -k2)+an} sin kx 

= F( _k2) sin kx. 

Όμo~ως άποδει,κνύεται, κα~ δι,ά τό F(D 2 )coskx. 

Παρατηρουμεν οτι, τό Θεώρημα 3 δύναται, νά συναΧ-&Q κα~ έκ 

του Θεωρήματος 1 χρησι,μοποι,ουντες τήν σχεσι,ν 

eikx = cos kx + ί sin kx. (195) 



Πράγματι εχομεν 

cos kx = Reikx
, 

sin kx = Ι e ikx
, 

όπου R καί Ι συμβολίζουν τό πραγματικόν καί φανταστικόν 

άντιστοίχως της άκoλoυ~oύσης αύτά συναρτήσεως. Συνεπως 

F(D 2
) sin kx = F(D2)Ie ikX, 

τό όποιον έκ του θεωρήματος 1 Lσσϋτ-€!-L πρός F( _k 2 )Ie
ikx η 

F(-k 2 )sinkx. 'Ό~εν λαμβάνομεν τό θεώρημα 3. 
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(196) 

μέρος 

υΟμοιον έπιxε~ρημα Lσχuει κα~ διά τό F(D 2 )coskx. Πρός έπε-

ξήγησιν του θεωρήματος 3 παρα~έτoμεν τά κατωτέρω άπλα παραδεί -

γματα : 
(197) 

(198) 

ΕLς τό Κεφ. 4 (Τ.1) ώρίσαμεν τήν πραξιν της άορίστου όλο­

κληρώσεως ώς τήν άντ~στρoφoν πραξιν της παραγωγίσεως οϋτως ωστε 

dI'" - y(u)du = Υ (χ). 
dx 

(199) 

Συνεπως άντιστοιχουντα εLς τόν τελεστήν D όρ~ζoμεν τώρα ώς 
. 
αν-

τ~στρoφoν τελεστήν τόν D- 1 _ υ 

τοιουτον ωστε 

(200) 

καί 

D(D-ty ) =Υ· (201) 

υΟπως άκριβως ό οη συμβολίζει η παραγωγ~σεις οϋτω άκριβως κα~ ό 

1/οη Ξ ο-η συμβoλ~ζει η όλοκληρώσεις. Πρέπει νά εχωμεν υπ' όψιν 

ότι, γράφοντες άντιστρόφους πράξεις υπό τήν μορφήν 1/Dn ,έπειδή 

ένας τελεστής ένεργει μόνον έπί συναρτήσεων αί όποιαι έμφαίνον -

ται εLς τά δεξιά του, ή εκφρασις f(x)/Dn εcναι άσαφής. Δέν εΙναι 

σαφές κατά πόσον συνεπάγεται ότι ό 1/ο
η 

ένεργει έπί της f(x) δ~­

δων τήν συνάρτησιν (1/Dn )f(x) η έάν άπλως όρ~ζη τόν τελεστήν 

f(x)(1/Dn). Διά νά άποφύγωμεν τήν άσάφειαν αυτήν γράφομεν άλας 

Φ9 
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τάς συναρτήσεLς ELTE άΡLστερά ELTE δεξLά του l/Dn άναλόγως της 

πεΡLπτώσεως δLατηρουντες έπομένως τό l/Dn ώς χωΡLστόν σύμβολον. 

21.8. Μέθοδος του Τελεστου D διά 21ερικάς Λύσεις 

θεωρήσωμεν τήν γραμμLχήν έξLσωσLν πρώτης τάξεως μέ στα~ερoύς συν­

τελεστάς 

(D-k)y =f(x), (202) 

όπου k ECvaL μLα στα~ερά XaL f(x) δo~εΙ:σα συνάρτησLς. Ή συμπλη­

ρωμαΤLχή συνάρτησLς της έξLσώσεως αύτης ECvaL ή 

(203) 

οπου Α εcναι μία αυ~αίρετoς στα~ερά. Διά νά εϋρωμεν μερικόν όλο-

χλήρωμα Υ(Χ) ύπo~έτoμεν 

(204) 
τότε έχ του θεωρήματος 2 

(D-k)Y(x) = (D-k){~"V(x)} = eUDV(x) =j(x). (205) 

DV(x) = e-Axj(x), (206) 

χα L έξ αύτου 

(207) 

όπου ξ ECvaL μLα αύ~αLρετος μεταβλητή όλΟΧληρώσεως. τό μεΡLχόν ό­

λοχλήρωμα (έχ της (204» ECvaL 

(208) 

o~εν ή γενLχή λύσLς της (202) ECvaL 

(209) 

(ΣημεLωτέον OTL στα%ερά όλοχληρώσεως δέν χρεLάζεταL νά πρoστε%~ 

είς τήν (207) δLόη άπλούστατα τότε Μ άπερροφείτο ύπό της αύ%αL­

ρέτου στα%ερας Α είς τήν (209». 

θεωρήσωμεν τώρα τήν δευτέρας τάξεως έξCσωσLν 

(210) 



Έδω ή συμπληρωμαΤΙΉή συνάρτησις έχει τήν μορφήν 

Υ = (ΑΧ + B)ekx 

δυνάμει του ότι άμφότεραι α~ ριζαι της βoη~ηΤΙΉης έξισώσεως 
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(211) 
, 

ει-

ναι LaaL (Α Ήαί"Β εCναι αύ~αιρετoι στα~εραΙ). Έν συνεxείςt, ~εω­

ρουμεν μεΡΙΉόν όλΟΉλήρωμα της μορφης 

Υ(Χ) = V(x)/". (212) 

·O~εν Ήατά τό θεώρημα 2 

(213) 

ή όποια διδει 

(214) 

Συνεπως 

(215) 

οπου ξ καί η εGναι αύ~αίρετoι μεταβληταί όλοκληρώσεως. τό μερι-

Ήόν όλΟΉλήρωμα εCναι λοιπόν 

(216) 

Ήαι ή γενΙΉή λύσις 

(217) 

(Και πάλιν στα~ερά όλΟΉληρώσεως δέν εCναι άναγΉαια είς τήν (216) 

διά τούς πρoαναφερ~έντας λόγους). 

ΤελΙΉως ~εωρoυμεν τήν λύσιν της έξισώσε~ς 

(D-kl)(D-k'}.)y =j(x), 

όπου Kl Ήαι Κ2 εCναι στα~εραι: (Kl + Κ2). 
Έδω ή συμπληρωμαΤΙΉή συνάρτησις εcναι ή 

Υ = Α/Ι'" + Β/2"', 
όπου Α Ήαι Β εcναι αύ~α~ρετoι στα~εραΙ. 

Έν συνεxειςt ~εωρoυμεν μεΡΙΉόν όλΟΉλήρωμα της μορφης 

Υ(χ) = Υ(Χ)/Ι". 
Τότε 

(218) 

(219) 

(220) 
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(D - kt)(D - kz){ e1ctx V(x)} = ιfιx {(D + kt ) - kι}{ (D + k l ) - kz} V(x) 
= ekt"D(D+kt-kz)V(x) =j(x). (221) 

''oiJεν 

και συνεπως 

(222) 

Ή έξισωσι,ς αύτή εcναι, ούσι.αστι,κως της αύτης μορφης ώς ή (202) 

και ώς έκ τούτου εχει, τήν λύσι,ν 

V(x) = e(k,-k,)Xf
x e(kι-k,)ηdη Γ e-k'~(ξ) dξ, 

οiJεν, και έκ της (220), 

Υ(χ) = ek2X f χ e(kl-k,)η dη Γ e-kl~(ξ) dξ. 

(223) 

(224) 

Ή άνωτέρω μορφή του μερι,κου όλοκληρώματος δύναται, νά άπλοποι,ηiJ~ 

δι,'όλοκληρώσεως της (224) κατά παράΎοντας (π.χ. όλοκληρώνοντες 
,,, (k1 -k 2 )x, , , 

τον ορον e και, παραΎωΎι,ζοντες το 

Κατ'αύτόν τόν τρόπον ευρισκομεν 

Υ(χ) = ~Ix e-kl~j(ξ) dξ-~f" e-k'~(ξ) dξ. 
k l -kz k l -k2 

(225) 

"ΟiJεν ή Ύενι,κή λύσι,ς της (218) εcναι, 

"Ομοι,α άποτελέσματα ευρισκομεν κα~ δ~ άνωτέρας τάξεως έξι,­

σώσει,ς άφήνομεν δέ τήν συναΎωΎήν τούτων ε~ς τόν σπουδαστήν. τό 

κατωτέρω παράδει,Ύμα έπεξηΎεΙ τήν μέiJοδον της παραΎράφου. 

παράδειγμα 17. θά λύσωμεν τήν έξισωσι,ν 
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(D2+4)y = (D+2i)(D-2i)Y = e3x
• (227) 

Έδω kl = -2i, k 2 = 2i καί έκ της (225) 

(228) 

e- 2I>: e(3+2I)>: e2i>: e(3-2i)>: 

== ---. -- +-. 
4ί 3+2ί 4ί 3-2ί 

(229) 

_e3>:/13. (230) 

Έπειδ~ Α συμπληρωματικ~ συνciρτησις της (227) ~~ναι 

Υ = Acos2x+Bsin2x όπου Α καί Β ε~ναι αύ%αίρετοι στα%εραί Α γενι­

κή λύσις ε~ναι 

e3x 

Υ= Α cos 2χ+Β sin 2Χ+-. 
13 

21.9. Ή ΈΕίσωσις του Euler 

Ή έξίσωσις 

(231) 

(232) 

όπου αο, al, •.• ,an-l' αη ε~ναι δεδομέναι στα%εραί καί ή f(x) δε­

δομένη συνciρτησις του κ, άναφέρεται συνή%ως ώς έξίσωσις του Eu­

.ler. Ή γενική λύσις αύτηςδύναται πciντοτε vci εύρε%~ άφου πρωτον 

άναχ%η αύτ~ είς έξίσωσιν μέ στα%ερούς συντελεστciς διci της άντικα­

ταστciσεως 

t 
κ = e (233) 

καί κατόπιν λυ%η ή προκύπτουσα έξίσωσις ώς πρός Υ συναρτήσει του 

t κατά τόν συν~%η τρόπον. Διci vci ίδωμεν πως καταλήγομεν είς αύτό 

παρατηρουμεν ότι ή (233) συνεπciγεται 

~=~ dt =J:...~ 
dx dt dx κ dt 

(234) 
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dy _ dy 
Χ-----

dx dt 
(235) 

ΌμΟLως εύΡLσκομεν 

(236) 

xaL 

(237) 

~, Τ t , d 
οπου Dt εLναL ο τελεστης dt 

ΈΠL παραδεLγμαΤL, τ~ βοη~εLq των άποτελεσμάτων αυτων ή 

ζLσωσLς 

. 
ε-

d 2 d χ 2 --Υ-+2χ -Υ. +2Υ = χ 2 

dx2 dx 
(238) 

γLνεταL 

(239) 

ή όΠΟLα δύναταL νά λυ~~ δLά ΤLνος των προηγουμένων με~όδων. 

παράδειγμα 18. Ή έζLσωσLς 

d 2 d x2_-y--x~+4y = cos(log Χ), 
dx 2 dx e 

(240) 

~έτoντες Χ = et γLνεταL 

d 2 v dv 
~-2~+4y = cost (241) 

Ή σuμπληρωμαΤLκή λvσLς, ηΤΟL ή λύσLς της άνΤLσΤΟLχου όμογενους 

της (241), εύΡLσκεταL ευκόλως xaL εcναL ή 

(242) 

ΜεΡLκή λvσLς της (241) δvναταL νά εύρε~~ δLά της με~όδoυ του τε­

λεστου D xaL εcναL 
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1 1 (243) Υ = D2_2D+4 .cost = (-1)2-2D+4 cost 

1 
= 3-2D cost (244) 

3+2D cost (245) = 9-4D2 

1 (3+2D)cost (246) = 13 

1 
(3cost-2sint) (247) = 13 

τέλος ή γενική λύσις της (240) προκύπτει διά πρoσ~έσεως της 

(242) καΙ; της (247) καΙ: ~έτoντες t = log Χ. Οϋτω, εύΡLσκομεν 
e 

Υ = x[Acos(mog x)+Bsin(mog χ)] + 
e e 

21.10. Ή Γενική Γραμμική ΈΕίσωσις Δευτέρας Τάξεως 

Ή έξLσωσις Euler μέ τήν όΠΟLαν ήσxoλή~ημεν είς τήν προηγουμένην 

παράγραφον εcναι (διά n = 2,σ,μ.) μερική πεΡLπτωσις της γενικης 

γραμμικης έξισώσεως δευτέρας τάξεως 

(249) 

οπου ρ(χ), q(x) xaL f(x) εcναι δεδομέναι συναρτήσεις τοϋ Χ. Συν­

ή~ως μLα έξLσωσις της μορφης αύτης πρέπει νά λυ~~ διά της προσ­

εγγιστικης με~όδoυ των σειρων (βλ. έπόμενον κεφάλαιον),άλλά είς 

μερικάς περιπτώσείς δυνάμε~α νά χρησιμοποιήσωμεν τήν μέ~oδoν της 

άντικαταστάσεως η τήν γνωσιν μιας λύσεως. τά κατωτέρω παραδεLγμα" 

τα έπεξηγοϋν τούς τρόπους αύτούς. 

~ παράδειγμα ~9. Ή άντικατάστασις χ = Ζ μετατρέπει τήν έξLσωσιν 

d 2 1 d -_Υ- +(4x--)-L+4x 2y = Ο 
dx 2 Χ dx 

(250) 

είς μLαν μέ στα~ερoύς συντελεστάς, τήν 
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(251) 

Υ = (Z+Bz)e-Z (252) 

(253) 

παράδειγμα 20. Έάν ύπoτε~η oτ~ γνωΡLζομεν μίαν λύσ~ν, δυνάμε~α 

νά εύρωμεν δευτέραν καί έπομένως, τήν γεν~κήν λύσ~ν ώς άκoλoύ~ως 

-Εστω Υ = υ(χ) δεδομένη λύσ~ς της 

d 2y dy 
Χ dx 2 + dx +ΧΥ = Ο (254) 

Τότε δύνατα~ νά εύρε~~ δευτέρα λύσLς έάν ~έσωμεν 

Υ = u(x)u(x) (255) 

καί λύσωμεν ώς πρός u(x). Ούτως εύρίσκομεν 

(256) 

., 
οπου W = dx 

du 
καί έξ αύτης όλοκληροϋντες 

du Α --= --, dx χυ 2 (257) 

μέ τήν Α ώς στα~εράν όλοκληρώσεως. 

-Αρα 

u(x) = Α ~ +Β 
'χυ 2 ' 

(258) 

όπου Β ECva~ στα~ερά της όλοκληρώσεως. Ή ζητουμένη δευτέρα λύ-

σις εcναι χατά ταυτα ή 

dx 
Υ = Αυ --+Βυ 

χυ 2 

παι:άδειγμα 21. Ηία λύσ~ς της έξ~σώσεως 

(259) 
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d 2v dy 
x2~d? -X(X+2)-d +(Χ+2)Υ = Ο 

χ- χ 
(260 ) 

ε~ναι ή Yl = Χ. Δυνάμε~α νά εϋρωμεν δευτέραν λύσιν ~έτoντες 
Υ2 = XU(X) και λύοντες ώς πρός U(X). Ούτως ή (260) διδει τήν 

d 2u du ----= Ο 
dx 2 dx 

ή όποια όλοκληρουμένη διδει 

χ 

u = Ae +Β, 

οπου Α και Β αύ~αιρετoι στα~εραΙ. Ή γενική λύσις της (260) 

ναι λοιπόν ή 

όπου Β' αύ~αCρετoς στα~ερά. 

21.11. Συστήματα Έςισώσeωv 

(261 ) 

(262 ) 

, 
ει-

(263 ) 

Ή γενική λύσις συστήματος ~ξισ~σεων μέ στα~ερoύς συντελεστάς μέ 

δύο η περισσοτέρας ~ξηρτημένας μεταβλητάς εύρισκεται δι'έπιλύσε­

ως κεχωρισμένως ώς πρός έκάστην των ~ξηρτημένων μεταβλητων. τά 

άΉόλoυ~α παραδειγματα διευκρινιζουν τήν μέ~oδoν. 

Παράδειγμα 22. Πρός λύσιν των ~ξισ~σεων 

dx dt +2Υ+3χ = ο, 3x+~-2y = Ο 
dt 

, " d, , " 
γραφομεν πρωτον τον τελεστην dt ως D και εχομεν 

(D+3)x+2y = σ, 3x+(D-2)y = Ο 

(264 ) 

(265 ) 

Πρός άπαλοιφήν του Υ, π.χ., ~κ του ζεύγους των έξισώσεων ~νεργoϋ­

μεν ~πι της πρώτης διά του τελεστου D-2 και πολλαπλασιάζομεν τήν 

δευτέραν έπι 2. ·O~εν 

(D-2)(D+3)x+2(D-2)y :_ 00.' } 

6x+2(D-2)y 
(266 ) 
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Άφα~ρoυντες τήν πρώτην έξ~σωσ~ν άπό τήν δευτέραν λαμβάνομεν τήν 

έξ~σωσ~ν μέ στα~ερoύς συντελεστάς 

(267 ) 

(268 ) 

Ή λύσ~ς της (268) ευρίσκετα~ άμέσως κα~ ECva~ ή 

Έφ'όσον ευρέ~η ή Χ ECva~ άπλουν τώρα νά άντ~καταστήσωμεν τήν 

(269) ε~ς τάς άρx~κάς έξ~σώσε~ς δ~ά νά ευρωμεν τήν Υ. Ούτως εχο-

μεν 

Υ( t) = 3Α 3t 1 Β -4t· - e +- e 
2 

Παράδειγμα 23. Πρός λύσ~ν του συστήματος 

dx 3 
cit+Y = t ~ ~-x = t ~ 

dt 

(27 ο) 

(271) 

δυνάμε~α νά παραγωγ~σωμεν τήν πρώτην έξ~σωσ~ν ώς πρός t λαμβάνον 

τες 

(272 ) 

E~σάγoντες αυτήν ε~ς τήν δευτέραν έξίσωσ~ν της (271) ευρίσκομεν 

ώς έξ~σωσ~ν δ~ά τήν Χ. Αύτή λύετα~ δ~ά των γνωστων με~όδων κα~ 

αί τελικαί λύσεις εCναι 

Χ = Acost+Bsint+3t 2 -t-6 } (274 ) 
Υ = Asint-Bcost+t 3 -6t+1 

ώς δύνατα~ νά έπαλη~εύσ~ ό άναγνώστης. 

Παρόμo~α~ τεxν~κα~ δύναντα~ νά έφαρμoσ~oυν ε~ς γραμμ~κάς 

έξ~σώσε~ς άνωτέρας τάξεως~ άλλ'ή δ~αδ~κασ~α της άπαλοιφης μ~ας 
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η πεΡLσσοτέρων έξηρτημένων μεταβλητων ένδέχεταL νά εCναL πολύ-

πλοχος. "ΑλλαL μέ~οδΟL λύσεως εCναL ~ν~oτε χαρποφ6ΡΟL. M~α τού­

των βασ~ζεταL ε~ς τ6ν μετασχημαΤLσμ6ν Lap1ace (βλ. Κεφ. 23) χαΙ: 

~ά άναπτυΧ~Q άΡΎ6τερον, ένω έτέρα στηρ~ζεταL είς τήν Ύραφήν των 

έξLσώσεων ύπ6 μορφήν ΠLνάχων. τ6 άx6λoυ~oν παράδεLΎμα δLασαφηνC­

ζεL τήν βασLχήν ίδέαν. 

παράδειγμα 24. 'Έστωσαν αί άχ6λου~ΟL τρεις έξLσώσεLς 

(275) 

οπου οί συντελεστα~ αik(i,k = 1,2,3) εCναL στα~ερα~ χαΙ: τά xl, 

ΧΙ,Χ3 εCναL &ΎνωσΤΟL (συναρτήσεLς). 

υ 

οπου 

τ6 σύστημα ΎράφεταL ύπ6 μορφήν ΠLνάχων ώς 

dX = ΑΧ 
dt 

χαι 

Ή λύσLς της (276) εύΧ6λως έπαλη~εύεταL σΗ εCναL ή 

(276 ) 

(277 ) 

(278) 

σπου Χ(Ο) εCναL τ6 δLάνυσμα-στήλη των ΤLμων των χι,χι,χ3 δLά 

t = Ο (ύΠOH~εμένoυ ση δ~δεταL) xα~ 

At ΑΙ Α 3 

e = Ι+Α+ 2Τ + 3! + .•• (279) 

του Ι παΡLστωντος τόν ταυΤΟΤLχ6ν πCναχα τάξεως 3. Βλέπομεν λΟL­

π6ν ση ή λύσLς του συστήματος (275) έδράζεταL έπΙ: του ύπολΟΎL -
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σμου του πCνακος (279). Έκτός έάν ό Α εcναι μικρης τάξεως,ό ύ-

λ ' - At, - λλ' '" " , ( , , , 
πο ογισμος του e απαιτει πο ην αΡΙνμητικην εργασιαν εκτος ε-

άν τύχη πολλά των στοιχεCων νά εΙναι μηδέν). ούχ ~ττoν, πρόσφα -

τοι ύπολογιστικαC μέ-σοδοι κα-σιστουν τουτο δυνατόν καC Α διά πι-

νάκων άντιμετώnισ~ς του nροβλήματος είναι άξιοσύστατος οταν 
. , 
ο α-

ρι-σμός των έξηρτημένων μεταβλητων εcναι μεγάλος. 

21.12. Άπλαϊ μή Γραμμικαί Έςισώσεις 

E~ς όλCγας άπλας περιπτώσεις, μή γραμμικαC έξισώσεις δύνανται νά 

άναχiJουν ε~ς γραμμικήν μορφήν. ΈπC παραδεCγματι, Α έξCσωσις του 

Bernoulli 

~~ + Ρ (Χ)Υ = Q(x)y", (n> 1), (280) 

οπου Ρ(Χ) καC Q(x) εcναι δοiJεCσαι συναρτήσεις της Χ, άνάγεται ε~ς 

τήν γραμμικήν μορφήν 

1 dz 
--. -+Ρ(Χ)Ζ = Q(x) 
(l-n) dx 

(281) 

iJέτοντες yl-n = Ζ. ΜερικαC αλλαι μή γραμμικαC έξισώσεις δύνανται 
νά λυiJουν iJέτοντες 

dy 
dx =ρ, (282) 

. , 
οποτε 

(283) 

Έπ( παραδεCγματι, Α έξCσωσις 

(284) 

γράφεται χρησιμοποιουντες τήν (283) ~ς 

(285) 

Α όποCα εcναι έξCσωσις ~ς -πρός Ρ μέ χωριζομένας μεταβλητάς Α δέ 

άνεξάρτητος μεταβλητή εCναι Α Υ. ΜCα άκόμη όλοκλήρωσις δCδει τήν 
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Υ συναρτήσε~ της Χ. 

21.13. "AλJ..J:J.ι ΜέθΌδοι Λύσεως ΔΙαψq:)ιι-ι.ων Έςισώ:πωv 

Ήσxoλ~θημεν ε~ς τ6 παρ6ν Κεφciλα~ον μi τήν λJσ~ν συνήθων γραμμ~­

x~ν tξ~σ~σεων (xυρ~ως μl σταθερo~ς συντελεστciς) xaC μi tξ~σ~σΕ~ς 

αί όπo~α~ χαταλήγουν ε~ς αύτciς. MCa άΧόμη xρήσ~μoς μiθοδος δ~'t­

πCλυσ~ν tξ~σ~σεων μέ σταθερούς συντελεστciς xρησ~μoπo~oυσα μετα -

σxηματ~σμo~ς Laplace tξετciζετα~ είς τό Κεφ. 23. 

Γραμμ~χαC tξ~σ~σε~ς μέ μεταβλητούς συντελεστciς εGνα~ tν yi­

νε~, δυσxoλ~τερα~ νci λυθουν, xα~ ώς eci ϊδωμεν είς τό έπ6μενον χε­

φciλα~ον μ~α τεxν~xή προσεγγLσεως δ~ci σε~ρας ε~να~ ή βασ~xή μiθο­

δος tπ~λύσεως. 

Μή γραμμ~χαC tξ~σ~σε~ς έπ~λ~oντα~ συνήθως δ~'άρ~θμητ~xων 

μεθόδων xaC δ~ci πληρεστiραν άνciπτυξ~ν της άρ~θμητ~xης λ~σεως δ~α­

φoρ~xων έξ~σ~σεων (γραμμ~xων xaC μή γραμμ~xων) ό άναγν~στης πα­

ραπiμπετα~ είς είδ~Χci β~βλ~α. 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 21 

1. Έπ~λύσατε Tci ς xaTWTipw πρ~της τciξεως έξω~σε~ς . 

(α) 
dy Υ+Ι, 

δοθiντος 
tt = 1 

tt 

Ο. -=--, oτ~ Υ οταν Χ = 
dx Χ+ι 

(β) x dY +3y=2 
dx ' 

δοθέντος σΗ Υ = 2 σταν Χ = 1. 

(γ) χ2 ~~ +ΧΥ = Υ2, 

(δ) 
dy χ+2Υ+3 
-= 

3Χ+6Υ+7 ' dx 

(ε) 
dy Υ . 

δοθiντος 
tt 

Ο 
tt -+- = slnx oτ~ Υ = οταν Χ = π. 

dx χ ' 

2. (i) Έπ~λJσατε τήν δ~αφoρ~xήν έξ~σωσ~ν 
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(Χ+1) dy -3Υ = (x+1)S 
dx 

δοiJέντος σΗ Υ =+οταν χ = Ο. 
(ii) Εϋρετε τήν γεν~κήν λύσ~ν της έξ~σώσεως 

(C.U.) 

3. Έπ~λύσατε τάς έξ~σώσε~ς 

(ί) Χ(Χ+Ι) dy -(Χ+2)Υ = χ3(2Χ-3), 
dx 

(Η) d
2
y +3 dy +2Υ = xe-X. 

dx2 dx 

4. Εϋρετε τήν γεν~κήν λύσ~ν έκάστης των κατωτέρω έξ~σώσεων 

(ii) (χ2 +3Χ+2) dy +ΧΥ = Χ(Χ+1). 
dx 

5. Έπ~λύσατε τάς έξωώσε~ς 

( ') dy+ Ι -xlog.x 
1 dx Υ og. χ = e , 

(ii)~~_n2y=eoX, (η σταiJερά) 

(C.u.) 

(C.U.) 

(C.U.) 

6. Έλέγξατε τάς κατωτέρω έξ~σώσε~ς έάν εί:να~ "άκρ~βεΙ:ςtl, (όλ~-

κα~ παράγωγo~ μ~ας συναρτήσεως) κα~ έπ~λύσατε έκείνας αί 
. 
0-

πoΙ:α~ εί:να~ άκρ~βεΙ:ς. Αί αλλα~ δύναντα~ νά γίνουν άκρ~βεΙ:ς 

δ~ά μετασxηματ~σμoϋ. Είς έκάστην περίπτωσ~ν εϋρετε τόν κατάλ­

ληλον μετασχηματωμόν κα~ έν συνεxείςt έπ~λύσατε τήν έξισωσ~ν 

(α) e' sin χ dy +(1 +ε') cos χ = Ο, 
dx 

(b) χ ~~ + y(x2 +loge Υ) = ο, 
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(c) (Υ2_χ2) ~: +2ΧΥ = Ο, 

(ι!) (Υ4+2Υ2_χ3+5χ2Υ_21ΧΥ2) dy 
dx 

+(χ3-3χ2Υ+5ΧΥ2_7Υ3) = Ο. 

7. Εϋρετε τήν λύσLν της έξLσώσεως 

d2y dy 
-2+6-+8Υ = cosh 2Χ 
dx dx 

δLά τήν όποίαν Υ = Ο, dy = 1 όταν χ = Ο. 
dx 

8. ΈΠLλύσατε τάς έξ LσώσεLς 

(ί) (D2-D-2)y=sinx, 

(ίί) (D2+2D+l)y = 4sinhx, 

(iii) (D2 - 2D + 5)Υ = ιf' sin Χ, 

(ίν) (D2 -4D+ 5)Υ = x2e2x sin Χ. 

9. Εϋρετε τήν λύσLν της 

d3y d2y dy 
--2-+--2Υ = 12 sin 2χ-4χ 
dx 3 dx 2 dx 

ή όποία 
d 2 Υ _ -4 dy __ 

LxaVOnOLEL τήν 5, Υ = dx 2 - 'dx 

(C.U.) 

2 δLά χ = Ο 
(C.U.) 

10. ΧρησLμΟΠΟLοuντες τήν άνΤLκατάστασLν χ = sine μετασχηματίσατε 

τήν έξίσωσLν 

d2 d 
C08 θ ~+βίη θ ~+4y cos3 θ = 8 cos 5 θ 

dθ dθ 

εLς μίαν αλλην μέ χ ώς άνεξάρτητον μεταβλητήν. Έν συνεxεί~ 

έΠLλύσατε τήν έξίσωσLν. 

11. Μετατρέψατε τήν άνεξάρτητον μεταβλητήν εLς τήν δLαφΟΡLκήν έ­

ξίσωσLν 

άπό χ εLς Ζ οπου Ζ = log χ και έν συνεxε(~ εϋρετε τήν YEVL -
e 
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κήν λύσι,ν. (C.U.) 

12. Εϋρετε Ώ τοι,οϋτον ωστε ή άντι,κατάστασι,ς Υ = ΖχΏ νά μετασχημα 
Τ~ζη τήν δι,αφορι,κήν έξLσωσι,ν 

ε~ς μLαν αλλην μέ στα~ερoύς συντελεστάς. Έν συνεχεL~ έπι,λύ­

σατε τήν άρχι,κήν έξLσωσι,ν και δειξατε οτι, εLς ολας τάς λύσει,ς 

ή Υ εGναι, μι,κρά οταν ή χ εGναι, μεγάλη και ~ετLκή. (L.U.) 

13. τό δι,άνυσμα r = (Χ,Υ,Ζ) Lκανοποι,ε~ τήν δι,ανυσματι,κήν έξισω -

σι,ν 

d
2
r e(dr. ) m-Z =eE+- -ΛΗ, 

dt c dt 

οπου Ε = (Ο,Ε,Ο), Η = (Ο,9,Η) καί e,m,c,E,H εcναι στα%εραί. 

Γράψατε τήν έξισωσι,ν ώς πρός τάς συντεταγμένας προβα -

λάς της και δειξατε έπι,λύοντες τήν έξLσωσι,ν οτι, 

cEt mc
2
E . (eH) 

χ=---- Sln -t, 
Η eH2 mc 

Υ = mc
2 Ε{l_ cos (eH t)}, 

eH2 mc 

Ζ=Ο, 

δo~έντoς o~ι, r = o,t = Οδι,ά t = Ο. (C.u.) 

14. Χρησι,μοποι,ουντες τόν μετασχηματι,σμόν χ = e t έπι,λύσατε τάς 

έξι..σώσει,ς 

(i) χ2 d
2
y +χ dy -Υ = Ο, 

dx2 dx 

(") d2y 1 dy 4 1 2 
11 -+- ---Υ = +Χ, 

dx2 Χ dx χ2 

(ίίϊ) χ3 d3~ +3χ2 d
2
; +χ dy +8Υ = 65 cos (Ioge χ). 

dx dx dx 

15. Εϋρετε τάς γενι,κάς λύσει,ς των κατωτέρω συστημάτων 

(ί) dx = χ-2Υ, dy = Υ-2χ, 
dt dt 



( 
•• ) d2X 
11 -2=Χ-Υ, 

dt 

16. Εϋρετε τήν λύσ~ν του συστήματος 

ή όποία 

d2x dx dy _/ 
-+3 --2χ+--3Υ = 2e , 
dt2 dt dt 

2 dx_ x +dy _ 2y =0, 
dt dt 

dx 
πληροί τάς συν~ήΉας χ = o,~= ο, Υ = 

17.'Eπ~λύσατε τό σύστημα 

d2x dy 2 
-+2α- +α χ = cos at, 
dt2 dt 

d2y dx 
-+2α - +α2Υ = Ο, 
dt2 · dt 

οπου α εcνα~ μία στα~ερά. 

18. Έπ~λύσατε τό σύστημα 

dx +k(y+z) = Ο, 
dt 

dy +k(z+x) = ο, 
dt 
dz 
-+k(x+y) = Ο, 
dt 

οπου k εcνα~ μία στα~ερά. 
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4 δ~ά t = Ο 
(C.U.) 

(L.U.) 

19. Έπ~λύσατε τάς κατωτέρω έξ~σώσε~ς άφου μετασχηματίσετε αύτάς 

εLς γραμμικάς 

(α) 

(β) 

dy = sin2 (χ-2Υ), 
dx 

χ sec2 Υ dy +tan Υ = χ2• 
dx 

20. Έπ~λύσατε τάς κατωτέρω μή Ύραμμ~κάς έξ~σώσε~ς 
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) d2y (dy)2 2" dy 1 , Ο (α -+2 - =Υ ,οταν -=-'δι,αΙΥ= , 
dx2 dx dx 4 

(b) d
2
y -2Υ = 2Υ3, οταν dy = 1 δι,ά, Υ = Ο, 

dx2 dx 

(c) Χ d
2
y = (1+Υ) dY, οταν Υ = Ο, dy = Ο δι,άι χ = Ο, 

dx2 dx dx 

ά) d2)' 1 (dy)2" dy Ο δ' 1 ( Ydx2= + dx ,οταν dχ = . ι,αιΥ=· 

d2y Υ3 
-+Υ+-=Ο 
dx2 b2 

ή ί.κανοποι,ουσα τάς συν~ήκας Υ = α, ~~ = Ο οταν Χ = Ο (οπου α 
κα~ β εCναι, στα~ερα~) εCναι, ή 

χ = (1+ ~:)-tF(k, Φ), 
όπου k 2 - α2 φ=cοs-Ι(Εα), κα~ F(k,Φ) εCναι, τό έλλει,πτι., -

- 2(α2 +b2)' 

κόν όλοκλήρωμα πρώτου είδους (βλ. Κεφ. 16). 

22. Έάν δύο οίκογένει,αι, καμπύλων τέμνωνται, όρ~oγων~ως παντου,τό­

τε καλουνται, όρ~oγώνι,oι, οίκογένει,αι" έκάστη δέ τούτων εcναι, 

σύνολον όρ~oγων~ων τροχι,ων δι,ά τήν αλλην. Ευρετε τάς όρ~oγω­

ν~oυς τροχι,άς των άκoλoύ~ων οίκογενει,ων καμπύλων 

(α) Υ =x2+c, (b) Υ =ce>', (c) χ2 +Υ2 = 2cx, σπου c εcναι, αύ~α~ -

ρετος παράμετρος. 

23. Δε~ξατε ση έάν P(x)+Q(x)+l = ο, τότε ή Υ = eX εcναι, μ~α λύ­

σι,ς της έξι,σώσεως 

d2 d -{+P(X)~+Q(X)Y = Ο. 
dx dx 

"O~εν δε~ξατε ότΙ., ή γενι,κή λύσι,ς της έξι,σώσεως 

χ d
2
y -(2Χ+1) dy +(χ+1)Υ = Ο 

dx2 dx 
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24. Δείξατε ότι ή 

(ω εtναL στα~ερά) εχεL λuσLν δLάφορον του μηδενός ~κανΟΠΟL -

ουσαν τάς συν~ήκας Υ = Ο οταν χ = ο καί Υ = Ο οταν χ = α 
(α στα~ερά) μόνον έάν ω = ~ οπου n εtναL άκέραLος. (Τό 

α 

, 
α-

πεLροσύνολον αύτό των δLακεΚΡLμένων ΤLμων του ω καλε~ταL σύν-

ολον των ~δLΟΤLμων αί δέ άντίσΤΟLΧΟL λύσεLς καλουνταL ~δLΟ -

συναρτήσεLς). 

25. Δείξατε OTL ή έξίσωσLς 

d
4
y +(λ2_μ2) d2

y _λ2μ2Υ = Ο 
dx4 dx2 

εχεL λuσLν δLάφορον του μηδενός LκανΟΠΟLουσαν τάς συν~ήκας 

Ο dy Ο ' Ο Υ == , - = δ La χ = , 
dx 

d2y 
Υ == Ο, dx2 = Ο δ Lά χ == 1, 

οπου λ,μ,σ εtναL δο~ε~σαL στα~εραί μόνον έάν 

tan λΙ tanh μΙ --=--
λ μ 

26. ΧρησLμΟΠΟLουντες τόν μετασχημαΤLσμόν χ 

τε OTL ή έξίσωσLς 

η αλλως, δείξα-

οπου λ εtναL στα~ερά, εχεL λuσLν δLάφορον του μηδενός ίκανο­

ΠΟLουσαν τάς συν~ήκας Υ = Ο δLά χ = ο καί δLά χ = 1 μΌνον έ-

άν λ = η2 π 2 (η = 1,2,3, ••• ). (L.U.) 

27. ΠροσδLορίσατε τόν πίνακα Α ούτως ωστε τό σύστημα των 

δLαφΟΡLκων έξLσώσεων 

TPLWV 
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~~l = Yl+Y2+3Y3 , 

dY2 _ 
~- ;;Yl +2Υ2+ 6Υ3 , 

dY3 ---a:t=-2Yl-YZ-3Y3 , 

δvναται νά γραφ~ ύπό τήν μορφήν 

dY = ΑΥ 
dt 

σπου Υ = (Yl ,Υ2 ,Υ3 )'. Ύπολογίσατε τούs; Α2 κα,ί Α 3 • tΌ~εν εύρε-

τε τήν λvσιν του δo~έντoς συστήματος ύπό τάς συν~ήκας Υι = Ο 
Υ2 = -1, Υ3 = 1 διά t = ο. 

28. Έπαλη~εvσατε ότι ή λvσις της έξισώσεως ύπό μορφήν πινάκων 

dY(t) = AY(t)+Y(t)B 
dt ' 

οπου Α καί Β εcναι στα~ερoί τετραγωνικοί πίνακες της 

τάξεως καί Y(t) τετραγωνικός πίναξ, εCναι ή 

Y(t) = eAt 
Y(O)e

Bt 

σπου Υ(Ο) ECvaL ή Y(t) διά t = ο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 22. 

ΛΥΣΙΣ ΔΙΑ ΣΕΙΡΩΝ ΣΥΝΗΘΩΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

22.1 . Μέ&δος Leibni tz - Maclaurin 

Ώς άνεφέρ~η ε~ς τό προηγούμενον κεφάλα~oν, γραμμ~και δ~αφoρ~καC 

έξ~σώσε~ς μέ μεταβλητούς συντελεστάς δύναντα~ συνή~ως νά λυ~oυν 

δ~'ύπo~έσεως μ~ας λύσεως ύπό μορφήν μ~ας δυναμoσε~ρας • ως πρός 

Χ. Μία έκ τψν απλουστέρων με~όδων νά έπ~τύxωμεν αύτό εϊνα~ δ~ά 

XρησlιμOΠO~ήσεως της με~όδoυ των Leibnitz - Maclaurin ώς δε~κνύε­

τα~ ε~ς τά κατωτέρω nαραδεLγματα. 

Παράδειγμα 1. υ Ινα λύσωμεν τήν έξCσωσ~ν 

2 d2y dy 
(l-Χ )--5χ--3Υ=0 

dx2 dx 
(1) 

πρωτον παραγωγίζομεν n φοράς xρησ~μoπo~oυντες τόν τύπον του Lei­

bnitz (Κεφ. 3, § 3.6) οτε λαμβάνομεν 

(1_x2)/n+2)_x(2n+5)y(n+l)_(n+l)(n+3)y(n) = ο, (2) 

όπου, έν γένε~, ή y(r) παρ~στα τήν dry/dxr . 'Εάν λo~πόν ύ;o~έσω­

μεν μίαν λύσ~ν της (1) ύπό τήν μορφήν αναπτύγματος του Υ κατά 

Maclaurin, τότε 

χ2 Χ' 
Υ = Υ (Ο) + ΧΥ(Ι)(Ο) +- Υ(2)(0) + ... +_y(r)(o)+ ... , 

2! r! 
(3) 

όπου y(r)(O) παρ~στα τήν τ~μήν του dry/dxr δ~ά χ = Ο. AL τ~μαC 

αύτων των δ~αφoρ~κων συντελεστων δύναντα~ τώρα νά εύρε~oυν τ~ βο­

η~εί~ της άναγωγ~κης σχέσεως 
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y(n+2)(0) = (n+1)(n+3)y(n)(0), (n ~ Ο), 

~ dnoCa πpoκ~πτει tx τ~ς (2) θ~τoντες χ = Ο. ·Οθεν ~xoμεν 

/2)(0) = 1 . 3 . Υ(Ο), 

Υ(3)(0) = 2 . 4 . Υ(1)(Ο), 

Υ(4)(0) = 3 . 5 . Υ(2)(0) = 1 . 32 . 5 . Υ(Ο), 

Υ(5)(0) = 4 . 6 . Υ(3)(0) = 2 . 42 . 6 . Υ(1)(Ο), 

Υ(6)(0) = 5 . 7 . Υ(4)(0) = 1 .32 . S2 .7 . Υ(Ο), 

(4) 

(5) 

xaC οϋτω καθ'έξ~ς. Πράγματι αί τιμαC όλων των διαφορικων συντε -

λεστων διά χ = Ο δύνανται κατ'αύτόν τόν τρόπον νά tκφρασθουν συν-
, ()' (1)( ) _. () , 

αρτησει των Υ Ο και Υ Ο. Συνεπως η 3 γινεται 

(0)(1 
1.3 2 1.32.5 4 1.32.52.7 6 ) 

Υ = Υ +-Χ + Χ + Χ + ... 
2! 4! 6! 

(1)(0)·( 2.4 3 2.42. 6 5 2.42.62. 8 7 ) 
+Υ Χ+Τ!Χ + 5! Χ +---7-! --Χ + .... .(6) 

Ή έξCσωσις (6) δύναται νά xαρακτηρισθ~ ώς ή γενική λύσις της 
, ( 1 ) • 

(1) έπειδή περι~xει δύο αυθαιρ~τoυς σταθεράς Υ(Ο) xaC Υ (Ο),αι 

6πo~αι καθορCζονται όπό των συνοριακων συνθηκων της λ~σεως.NEστω 

έπC παραδεCγματι, οτι ή (1) πρόκειται νά λυθ~ όπό τούς περιορι -
( 1 ) 

σμούς Υ(Ο) = Ο,Υ (ο) = 1. Τότε ~ (6) γCνεται 

2.43 2.42.65 2.42.62.87 
Υ=Χ+-Χ + -- Χ+-----Χ + ... 

3! 5! 7! 

+
2.42.62 ... (2r)2(2r+2) 2r+1 
-----'--<-'---'---' Χ + ... 

(2r+1)! 
(7) 

ή 6noCa συγκλCνει, συμφώνως πρός τό κριτήριον του λόγου διά χ<1. 

Έπειδή αί λύσεις αύταC ~xoυν εόρεθη δι'άναπτύξεως της Υ 

περί τό σημεLον χ = Ο (δηλ. εις σειράν Mac1aurin) συνήθως 
, 
ανα -

φέρονται ώς λύσεις nEPC τό χ = Ο. Διά νά λάβωμεν τάς λύσεις πλη­
σCον αλλου σημεLου, εστω χ = α, ή (3) πρ~πει νά άντικατασταθ~ ό­

πό τ~ς σειρας Taylor 
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(Χ a)Z (Χ α)' 
Υ"" y(a)+(x-a)y(l)(a)+--- y(Z)(a)+ ... +_-_y(r)(a)+ .... (8) 

21 rl 
ένω ή (4) ~ά πρέπει νά άντικαταστα~~ ύπό της άναγωγικης σχέσεως 

(1-aZ)y(n+Z)(a)_(2n + 5)ay(n+l)(a)-(n+ 1)(n+3)y(n)(a) = Ο (9) 

προκυπτούσης έκ της (2) ~έτoντες χ = α. Είς τό κεφάλαιον όμως αύ­

τό ένδιαφερόμε~α μόνον διά λύσ~ις περί τό χ = Ο. 

πQf:όδειγμα 2. 'Ίνα εύρωμεν μίαν λύσιν της 

(10) 

περί τό χ = ο, πρωτον παραγωγίζομεν τήν έξίσωσιν n φοράς χρησι -

μοποιουντες τόν τύπον του Leibnitz. Έξ αύτου εύρίσκομεν 

xy(n+2)+(1+n+x)y(n+l)+(n+2)/n) = ο, 

ή όποία οταν χ = Ο γίνεται 
(11) 

(12) 

Ή άναγωγική αυτη σχέσις κα~ιστα δυνατόν τόν ύπολογισμόν των συν-

(r) () -" 'Μ 1 . τελεστων Υ Ο του αναπτυγματος. κατα ac aurln 

χ2 Χ' Υ = Υ (Ο) +ΧΥ(l)(ο) +_Υ(2)(0) + ... +_y(r)(o)+ ... 
2! r! 

συναρτήσει της Υ(Ο). Έπί παραδείγματι, 

Υ(1)(Ο) = -2Υ(0), ) 
Υ(2)(0) = -ty(l)(O) = 3Υ(0), 
Υ(3)(0) = -ty(2)(0) = -4Υ(0), 
/4)(0) = _;ty(3)(0) = 5Υ(0), 

καί ούτω κα~'έξης. Κατά συνέπειαν, ή (13) γίνεται 

(13) 

(14) 

Y=Y(0)(1-2x+lxz_±x3+~x4+ ... +(_1y(r+l)xr+ 0'0)' (15) 
2! 3! 4! r! 

όπου Υ(Ο) εcναι μία αύ~αίρετoς στα~ερά της όποίας ή τιμή όρίζε -

ται, έν γένει, ύπό της συνοριακης συν~ήκης έπί της Υ. Μολαταυτα 

έν άντι~έσει πρός τήν εύρε~ε~σαν λύσιν είς τό Παράδειγμα 1, ή 

(15) δέν εcναι ή γενική λύσις της (10) έφΌσον περιέχει μόνον μί-
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αν α66α~ρετoν aTa6EPciv τ~ν (Υ(Ο». Πλ~ν δμως, ~ς εCδομεν ε~ς τ6 

Κεφ. 21, § 21.9, δo6ε~σης μ~ας λύσεως εCνα~ σxετ~κως εϋκολον vci 

εϋρωμεν μ~αν &λλην δ~ 'ciπΈ~6ε~ας ciντ~καταστciσεως. "Εστω 5τ~ civa-

φερ6με6α ε~ς τήν (15) ~ς Υι .τ6τε μ~α &λλη λύσ~ς Υ2 δύνατα~ vci 

εύρε6]) 6έτοντες 

Υ2 = u(x)Yl (16) 

ε~ς τήν (10) καί λύοντες ~f, πρ6ς u(x). Κατ 'α6τ6ν τ6ν τρόπον εχο­

μεν 

η, έπειδή ή Υ1 εGναL ηδη λύσις της (10), 

X(U(2)Yl +2u(1)Yl(l) )+(1 +x)u(l)Yl = Ο. 

Γρciφοντες τήν (18) ~ς 

U(2) y(l) 1 
-+2-Ι-+-+1 = Ο 
u(η Υι Χ ' 

καί όλοκληρώνοντες, εύρ~σκoμεν 

οπου c εΙνα~ ή αύ6αίρετος aTa6EPci της όλοκληρώσεως. 

Συνεπως 

Υ2 = CYlfe-: dx. 
ΧΥι 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

Ή Ύεν~κή λύσ~ς της (10) εΙνα~ τώρα ενας α66αίρετος Ύραμμ~κός 

συνδυασμός των Υι καί Υ2 

Υ = ΑΥι +ΒΥιΙε-: dx, (23) 
ΧΥι 

δπου Α κα~ Β εΙνα~ α66αίρετo~ στα6εραί καί ή Υι όρίζετα~ έκ της 

(15) . 

22 .2 . • Η Mέθa50ς του Frobenius 

τ6 εΙδος των έξ~σώσεων τciς όπo~ας 6ci λύσωμεν δ~ci της με6όδου αύ-
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της ύΠΟΤL~ετα~ oτ~ έxε~ τήν μορφήν 

d2 d ~+ ρ (χ) ~+q(x)y = Ο, 
dx dx 

(24) 

οπου ρ(χ) ΉαL q(X) ε~να~ δo~εϊσα~ συναρτήσε~ς της Χ. 

Θέλομεν νά ευρωμεν λύσε~ς εις τήν περ~oxήν του χ = ο. Δ~ά 

νά ε~να~ δέ αύτό δυνατόν πρέπε~ ή ρ(χ) ΉαL q(X) νά ε~να~ τo~αυ -

ται ωστε η άμφότερα τά ρ(Ο) καί q(O) νά εcναι πεπερασμένα όπότε 

τό χ = Ο Ήαλεϊτα~ σύνη~ες σημεϊον της έξ~σώσεως η άμφότερα τά 

χρ(χ) ΉαL x2q(X) παραμένουν πεπερασμένα δ~ά χ = Ο, οτε τό χ = Ο 
ΉαλεΊ:τα~ Ήανoν~Ήόν ιδ~άζoν σημεΊ:ον. Έάν τά ρ(χ) ΉαL q(X) δέν ί.­

Ήανoπo~oυν μLαν των δύο αύτων συν~ηΉων τό σημεΊ:ον χ = Ο Ήαλεϊτα~ 

άνώμαλον ιδ~άζoν σημεϊον ΉαL ή μέ~oδoς του Frobenius δ~ά λύσ~ν 

πεΡL τό σημεΊ:ον χ = ο δέν ε~να~ έφαρμόσ~μoς. ΈΠL παραδεLγματ~ 

τό χ = Ο ε~να~ εν σύνη~ες σημεΊ:ον της d2y dy 
-+Χ-+2Υ=0, 

τό χ 

dx2 dx 

_ d2y 3 dy 1 = Ο ε~να~ Ήανoν~Ήόν ιδ~άζoν σημεΊ:ον της -+--+-Υ = ο, 
dx2 Χ dx χ2 

(25) 

(26) 

τ d2y 1 dy (2 τό χ = Ο ε~να~ άνώμαλον ιδ ~άζoν σημεϊον της -+- -+ΧΥ = ο. 7) 
dx 2 χ2 dx 

Ή ούσLα της με~όδoυ του Frobenius έγΉε~τα~ εις τήν ύπό~εσ~ν λύ­

σεως ύπό μορφήν σε~ρας του εLδους 

00 

Υ = Σ arxm+r = xm(ao+alx+a2x2+ ... +arxr + ... ), 
r=O 

(28) 

οπου αο, αι, α2, ... αΓ ... ' ΉαL m ε~να~ στα~εραL ύπό πρoσδ~oρ~σμόν 

Αϋτη εCνα~ γεν~Ήωτέρα της ύπo~έσεως ένός άναπτύγματος Ήατά Mac­

laurin έπε~δή ή m 3ύνατα~ νά έχη Ήαι μή άΉεραιας τ~μάς. Ή μέ~o­

δος αύτή έπεξηγεϊτα~ δ~ά των Ήατωτέρω παραδε~γμάτων. 

παράδειγμα 3. 'Έστω ή έξισωσις 

(29) 
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Ύπo~έτoντες μίαν λύσιν της μορφης 

λαμβάνομεν άμέσως 

καΙ: 

,., 
Υ = Σ arxm+r 

r=O 

d '" -1: = Σ (m+r)arxm+r- t 
dx r=O 

d2 
'" --.l = Σ (m+r)(m+r-l)a,xm+r-2. 

dx2 r=O . 

(30) 

(31) 

(32) 

'Ό~εν άνHκα~ιστωντες τάς (30), (31) καί (32) εLς τήν (29)εύρί-

'" '" σκομεν 4 Σ (m+r)(m+r-l)a,xm+r-t+2 Σ (m+r)a,xm+,-l 
r-O r=O 

'" + Σ arxm+r = Ο, 
r=O (33) 

ή όποία, διά πρoσ~έσεως των δύο πρώτων ορων, γράφεται ώς 

'" '" 2 Σ (m+r)(2m+2r-l)a,xm+r-t+ Σ arxm+r = Ο. 
r=O r=O 

(34) 

Άναπτύσσοντες τήν (34) ώς 

'" '" 2m(2m-l)aoxm- l +2 Σ (m+r)(2m+2r-l)a,xm+r-t + Σ arxm+r 
r=1 r=O (35) 

καί γράφοντες r+1 οπου r εLς τόν δεύτερον αρον της (35) εύΡLσΉΟ-

μεν 

'" 2m(2m-l)aoxm
-

l +2Σ (m+r+l)(2m+2r+ l)ar+lxm+
r 

r-O 

'" + Σ arxm+,=O. 
,-0 

Έκ συνδυασμοϋ των τελευταιων δύο όρων της (36) εύρισκομεν 

2m (2m -l)αoxm- l 

'" 

(36) 

+ Σ {2(m+r+l)(2m+2r+l)α'+I +α,}xm+, - Ο. (37) 
'''0 

Έάν ή (37) εCναι λύσις της (29) διΌλας τάς τιμάς της Χ, τότε 

οί συντελεσταΙ: αλων των δυνάμεων της Χ ~ά πρέπει νά μηδενίζωνται 

εΉαστος Ήεχωρισμένως. Ή χαμηλοτέρα δύναμις της Χ εLς τήν (37) 
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ε~να~ ή xm- 1 ' συνεπως 

2m(2m-l)ao = Ο. (38) 

Ή έξ~σωσ~ς αύτή καλεϊτα~ έξ~σωσ~ς δε~κτoυ έπε~δή κα~oρίζε~ τάς 

τ~μάς του δείκτου m' ε~ς τήν περ~πτωσ~ν αύτήν (ύπo~έτoντες αο!-Ό), 

m = Ο η 1/2.'Η έμφάν~σ~ςμ~ας έξ~σώσεως δείκτου ε~να~ τυπ~κόν χα-

ρακτηρ~στ~κόν της με~όδoυ του Frobenius. Ό μηδενωμός των 

λ -' , δ' - (δ λ - m+r Ο 1 2 ) συντε εστων ανωτερων υναμεων του χ η. των χ ,Γ = ", .. 
όδηΎε~ (έκ του δευτέρου ορου της (37)) ε~ς τήν άναΎωΎ~κήν σxέσ~ν 

2(m+r+1)(2m+2r+1)ar +l +ar = Ο (r = 0,1,2, ... ). 

υO~εν λαμβάνοντες m = Ο, ή (39) δ~δε~ 

αο αο a = ----=--
ι 2.1.1 2!' 

αι αι ao 
a =---=--=-

2 2.2.3 12 4!' 

α2 α2 ao a =---=--=--
3 2. 3 . 5 30 61' 

κα~ Ύεν~κώτερoν 

a == (-1)' α 
r (2r) Ι Ο· 

Συνεπως μία λύσ~ς της (29) ε~να~ 

Υ=χο(α _~x+αOx2_αOx3+ ... +(-Ι)'a0χ'+ ... ) 
Ο 21 41 61 (2r) Ι ' 

ή όπo~α εύκόλως άναΎνωρίζετα~ ώς ή σε~ρά της 

Υ = Qo COS .Jx, 

onou αο εGναL μLα αύ~αLρετος στα~ερά. 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

Δευτέρα λύσ~ς της (29) δύνατα~ νά εύρε~~ δ~'έξετάσεως της 
1 

περ~πτώσεως m = 2" . Συμβoλ~ζoντες τούς συντελεστάς αΓ ε~ς τήν 

λύσ~ν ταύτην δ~ά br , ή άναΎωγ~κή σxέσ~ς (39) δ~δε~ (αταν m = ~). 
bo bo 

2. (1-) .2= -31' (46) 

bl bl bo 
2.(1-).4=-20=5!' 

(47) 
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)(α~ γενι,κώτερον 

b = (-1)' b. 
Γ (2r+1)! ο 

Συνεπως μια αλλη λύσι,ς της (29) εcναι, ή 

t(b bo bo 2 bo 3 (-1)' b Γ ) Υ=Χ ο--Χ+-Χ --χ + ... + οχ + ... , 
3! 5! 7! (2r+1)! 

ή όποια εcναι, Lσοδύναμος της 

Υ = bo sin ,Jx, 

~πoυ bo εcναι, μια αύ~αιρετoς στα~ερά. 

Ή γενι,κή λύσι,ς της (29) διδεται, λοι,πόν έκ της 

Υ = Α cos ,Jx+B sin ,Jx, 

~πoυ Α και Β εcναι, αύ~αιρετoι, στα~εραΙ. 

Ωαράδειγμα 4. υΙνα λύσωμεν τήν έξισωσι,ν 

d2y 
dx2 = ΧΥ, 

.αΙ πάλLν ύπo~έτoμεν μιαν λύσι,ν της μορφης 

co 

Υ = Σα.χm+Γ 

r=O 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52). 

(53) 

(54) 

Παραγωγίζοντες τήν (54) και άντι,κα~ι,στωντες εLς τήν (53) λαμβά -

νομεν 

co co 
Σ Q r(m+r)(m+r-1)xm+,-2 = Σ a.xm+,+l. 

r-o r-o 
(55) 

ή όποια δ ιδει, 

CO co 

+ Σ Qr(m+r)(m+r-1)xm+,-2- Σ a.xm+r+1 = Ο. (56) 
τ=3 r=O 

fράφοντες r+3 όπου r εLς τόν πρωτον όρον του ά~ρoισματoς, ή (56) 

γινεται, 
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'" + Σ {(m+r+3)(m+r+2)ar+3 _ar}Xm +r+ l = Ο (57) 
τ=Ο 

έκ της όποίας λαμβάνομεν (έξισώνοντες ολους τούς συντελεστάς τορ 

χ πρός τό μηδέν) 

Qom(m-l) = Ο, 

αι (m+ l)m = Ο, 

a2(m+2)(m+ 1) = Ο, 

α 
'ατ +3 = r • (r = Ο, 1,2 ... ). 

(m+r+3)(m+r+2) 

(58) • 

(59) 

(60) 

(61) 

Ο η 1. Ή έξίσωσις δεικτων (58) δίδει (ύπo~έτoντες αο ~ ο) m = 
Λαμβάνοντες τήν περίπτωσιν πρωτον m = Ο παρατηρουμεν έκ της (59) 

στι ή αι εCναι αύ~αιρετoς ένω, έκ της (60), α2 = ο. Ή άναγωγική 
σχέσις (61) δίδει (οταν α2 = ο) 

α -~ 
4 - 4.3' 

α 5 =...EL = Ο, 
5.4 

α3 αο 
α6 =-= , 

6.5 6.5.3.2 

α4 αι 
α7=- = , 

7.6 7.6.4.3 

α8=~=0, 
8.7 

1 

(62) 

καί o~τω κα~'έξ~ς. -O~εν ή λύσις της (53) ή άντιστοιχουσα ε~ς 

m = Ο ε Cναι 
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( 
χ3 χ6 ) (χ4 Χ 7 ) - αο 1+-+ + ... +αι χ+-+ + ... , 

3.2 6.5.3.2 4.3 7.6.4.3 
(64) 

οπου αο xα~ αι εCναι αυ~α~ρετoι άνεξάρτητοι στα~ερα~. Πρέπει τε­

λιχως νά έρευνήσωμεν τήν άπομένουσαν δυνατότητα m = 1. ΕLς τήν 

περίπτωσιν αυτήν, ή (59) δίδει αι = ο, ένω ή (60) δίδει α2 = Ο 
ώς πρότερον. Ή άναγωγιχή σχέσις (61) δ~δει (οταν αι = ο) 

xα~ ούτω xα~'έξης. 

αο 

α3 = 4.3' 

αι· Ο 
α4=-' - = , 

5.4 

Ds=~=O, 
6.5 

D6=..EL = αο 
7 • 6 7. 6 . 4 . 3' 

α = α4 Ο 
7 8.7=' 

α5 
Q8 == 9.8 =0, 

α9=~= αο 
10 . 9 10 . 9 . 7 . 6 . 4 . 3 ' 

υO~εν ή άντιστοιχουσα λύσις διά m = 1 εcναι ή 

( 
αο 3 αο 6 ) Υ = χ αο +:-::χ + χ + ... 

4.3 7.6.~.3 

ή όποία (έκτό~ μιας αύ~αιρέτoυ σΊα~ερας) ECvaL άπλως ή 

σειρά της λύσεως (64). Ώς έχ τούτου υπό της λύσεως διά 

δέν λαμβάνομεν τ~πoτε νεώτερον χαί συνεπως ή (64) 

εLς τήν γενιχήν λύσιν της (53). 

(65) 

(66) 

δευτέρα 

m = 1 

τέλος άναφέρομεν ότι ή μέ~oδoς του Frobenius, ώς διεσαφη -

νίσ~η υπό των άνωτέρω δύο παραδειγμάτων, δέν όδηγεG πάντοτε εLς 

δύο άνεξαρτήτους λύσεις ύπό μορφήν σειρων. Δύναται νά άπoδειx~~ 

ότι έάν aL δύο ρίζαι της έξισώσεως δειχτων εcναι ισαι τότε δέν 

δύναται νά ύπάρξ~ δευτέρα άνεξάρτητος λύσις.Τό αυτό έπ~σης άλη-
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~EdEL (μέ μεΡLκάς έξαLρέσεLς) όταν aL δύο ΡLζαL δLαφέρουν κατά 

άκέραLον. 

22.3. Ή Έςίσωσις του Bessel 

Ή έξLσωσLς 

(67) 

οπου ν εCναL μLα πραγμαΤLκή στα~ερά, καλε~ταL έξLσωσLς του Bessel 

xaL aL λύσεLς της εCναL aL συναρτήσεLς του Bessel τάξεως ν. Έ­

φαρμόζοντες τήν μέ~oδoν του Frobenius xaL ύπo~έτoντες λύσLν ύπό 

μορφήν σεLρας δLά τήν (67) της μορφης 

(68) 

λαμβάνομεν τήν άναγωγLκήν σχέσLν 

αΓ+2 = - α, 
2' (r = Ο, 1, 2 ... ) 

(r+2+m)2- v 

όμου μέ τήν 
αι = ο, (70) 

xaL 
m= ±ν (71) 

έκ της έξLσώσεως δεLκτων. 

Έφ Όσον αι = Ο, ή (69) δLδεL α3 = as = ... = ο xaL o~εν 0- ' 

ταν m = +ν εχομεν τήν λύσLν ύπό μορφήν σεLρας 

(72) 

ύπό τήν πρoϋπό~εσιν ότι ό ν δέν EGvaL άρνητικός άκέραιος. 

ΌμΟLως οταν m = -ν λαμβάνομεν τήν σεLράν 

-ν{ χ2 χ4 } Υ= αοχ 1+ + + ... 
2(2ν-2) 2. 4(2ν-2)(2ν-4) 

(73) 

ύπό τήν πρoϋπό~εσιν ΟΤΙ ν δέν ECvaL ~ετικός άκέραιος. 

Κατά τόν όΡLσμόν των συναρτήσεων Bessel συνη~LζεταL νά γρά­

φωμεν τό αο ώς 
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1 
α --~-
0- 2νΓ(ν+1)' (74) 

οπου r(v+l) εCνα~ ή συνάρτησ~ς Γάμμα όρ~σ~εLσα εLς τό Κεφ. 18.Mi 

τήν μορφήν αυτήν της αο, ή (72) όρίζε~ τήν συνάρτησ~ν Bessel του 

πρώτου εϊδους τάξεως ν, J (χ), οϋτως ωστε 
ν 

Υ = Jv(x) = Σ -." (-1)' (χ)ν+2Τ 

r=O r!r(v+r+1) 2 

'ομοίως ή δευτέρα λύσ~ς της (73) γίνετα~ 

Υ = J -ν(Χ) = Σ -." (- 1)' (χ)-ν+2Τ 

r=or!r(-v+r+l) 2 

Ή γεν~Kή λύσ~ς της ~ξ~σώσεως Bessel δ~ά μή &κεραίας τ~μάς 

ν εCνα~ λo~πόν ή 

οπου Α καί Β εCνα~ αυ~αίρετo~ στα~εραί. 

Έάν ν = η, οπου η εCνα~ ~εΤ~Kός &Kέρα~oς, τότε ~πε~δή 

r(n+r+l) = (n+r)!, ή (75) γίνετα~ 

'ομοίως 

J (χ) = 
-η 

." ( 1)' χ

2
)Π+2, 

J (χ) = Σ ~-~-I 
π τ=Ο r!(n+r)! 

Σ 
r=O 

(_l)r (Χ2 :\ -n+2r 
r!(-n+r)! ) 

(75) 

(76) 

της 

(77) 

(78) 

(79) 

OL πρωτo~ η όρo~ της σε~ρας αυτης εCνα~ μηδέν ~φΌσoν (βλ.Κεφ.18) 

ή Γ συνάρτησ~ς ~ ή παραγoνΤ~Kή συνάρτησ~ς δ~'ciρνητ~κούς ciκεραί 

ους εCνα~ &πε~ρoς. BO~ε~ ~έτoντες r = n+p εLς τήν (79) ~xoμεν 

ω (_l)r χ -n+2r 
J (χ) = Σ r! (-n+r) ~ (~ -η 

r=n 
(80) 

ω (_l)n+p n+2p 
= Σ p!(n+p)! (~~ 
ρ=Ο 

(81) 

= (-l)nJ 
η 

(Χ) (82) 
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ΠαρατηροUμεν λοιπόν ότι αί J (Χ) καί J (Χ) ε~ναι γραμμικως ε-
η -η 

ξηρτημέναι. Συνεπως ή μέ~oδoς Frobenius δίδει μοναδικήν λύσιν ύ-

πό τάς συν~ήκας αυτάς καί επομένως ή (77) δέν δύναται νά ληφ~~ 

~ς ή γενική λύσις τ~ς ~ξισ~σεως διά ν = n. Δευτέρα λύσις, 5μως, 

δύναται νά εύρε~~ δι'αλλων με~όδων - π.χ., κατά τήν μέ~oδoν του 

Παραδείγματος 20, Κεφ. 21. Ή λύσις αυτή, γνωστή ~ς 

Weber, δέν ~ά συζητη~~ ~νταU~α. 

τέλος παρατηροUμεν 5τι άπό τήν (78) 

χ2 χ4 χ 6 

J ο (Χ) = 1- (Η)2 2 2 + (2!)2 24 - (30226 

καί 

Χ 
χ 3 χ 5 χ 7 

συνάρτησις 

+ ... (83 ) 

J 1 (Χ) = 2- 2 3 .Η2! + 
2 5 .2!3! - 27 .3!4!+··· 

(84) 

~ξ 
, 

συνάγεται 
., 

ων οτι 

dJ ο (Χ) - J 1 (Χ) dx 
(85} 

Γραφιχαί παραστάσεις των Jo(x) καί Jl(X) δίδονται είς τό Σχ.22.1 

Υ 

Σχ. 22.1. 

22.4. Ή ΈΕίσωσις Legendre 

Ή ~ξίσωσις 
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2 d2y dy 
(1-Χ ) --2χ -+1(l+1)y = Ο, 

dx2 dx 
(86) 

όπου e εcνα~ μCα πραγματ~κή στα~ερά, εGνα~ ή έξLσωσ~ς Legendre 

καC δυνατα~ νά λυ~~ δι'έφαρμογης της με~όδoυ του Frobenius κατά 

τόν συνή~η τρόπον. ΈπαφCεται είς τόν σπουδαστήν νά δεCξ~ ότι α~ 

δύο σειραC α~ λαμβανόμεναι κατά τόν τρόπον αύτόν εGναι α~ 

(87) 

καC 

_ {_ (1-1)(1+2) 3+ (1-1)(1-3)(1+2)(1+4) 5 } 
Υ-αι χ 3! Χ 5! Χ+ ... , 

όπου αο καC αι εGναι αύ~αCρετοι στα~εραC. 

υΟταν e = n, 5που n εGναι &κΙραιος, ή μCα έκ Tmv δύο σει-

pmv τελειώνει. ΈπC παραδεCγματι, έάν e = 2 5λοι o~όρoι της 

(80) μετά τόν όρον χ 2 εGναι μηδέν. ΌμοCως όταν e = 3, ολοι • οι 

οροι της (81) μετά τό χ 3 εGναι μηδέν. τά ευρισκόμενα ούτως πολυ­

ώνυμα (συμβολιζόμενα υπό Pn(x» εcναι γνωστά ώς πολυώνυμα του Le 

gendre (τά αο καC αι έκλΙγονται ούτως ώστε έκαστον πολυώνυμον νά 

εχη τήν τιμήν 1 οταν Χ = 1). Μερικά έκ τmν πρώτων αύτmν πολυωνυ­

μων εGναι 

Ρο(Χ) = 1, Ρι(Χ) = Χ, Ρ2(Χ) = Η3χ2 -1),} 
Ρ3(χ) = Η5χ3 -3Χ). 

Ή μή περατουμένη σειρά δέν μας ένδιαφΙρει έδm. 

ΠFOBΛHMATA ΚΕΦ. 22 

(82) 

1. Έάν (dy/dx)-y = χ 2 καL Υ = Ο διά Χ = ο, εύρετε μCαν λυσιν υ­

πό μορφήν σειρας χρησιμοποιουντες α) τήν μέ~oδoν Leibnitz 

- Maclaurin καL β) τήν μέ~oδoν δοκιμαστικης σειρας. ΣυγκρC­

νατε τά &ποτελΙσματα μέ τήν λυσιν τήν όποCαν ευρCσκομεν δι' 

&π'εύ~εCας όλοκληρώσεως της έξισώσεως. 
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2. 'Εάν 4(1+x) d2~+2 dy +Υ = Ο, δείξατε σΗ διΔ χ = Ο 
dx dx . 

3. 

ιf'+2y dn + ΙΥ dny 
4--= -(4n+2)----. 

dxn+2 dxn+ 1 d~ 

'Ό-&εν, δο-&έντος σΗ Υ = Ο, (dy/dx) = 1 διά χ = ο, 

μίαν σειράν διά τήν Υ μέχρις καί του σρου χ 5 • 

εϋρετε 

Χρησιμοποιήσατε τήν μέ-&οδον Leibnitz - Maclaurin διά νά 
., 

ευ-

ρητε μίαν λύσιν ύπό μορφήν σειρας μέχρι καί του σρου χ 4 

της έξισώσεως 

2 d2y dy 
Χ dx2+Xdx-(1-x)y=O 

δο-&έντος στι dy/dx = 1 διά χ = ο. 

4. Ευρετε τάς γενικάς λύσεις (ύπό μορφήν σειρων) των κατωτέρω 

έξισώσεων 

d2y dy 
(α) 2χ-2+(3-2χ)-+4Υ = Ο, 

dx dx 

(b) 2(χ-χ2) ~~+(1-9X) ~~ -3Υ = Ο. 

d2y dy 
(c) 3χ-2+2-+Υ=Ο. dx dx 

5. Ευρετε τήν λύσιν ύπό μορφήν σειρας Maclaurin της έξισώσεως 

Έάν ή λύσις αύτή συμβολίζεται ύπό Yl, δείξατε στι ή δευτέρα 

λύσις εcναι Υ2 = U(X)Yl σπου 

u=f~· 
xy~ 

6. Δείξατε στι ή έξίσωσις 

εχει λύσιν διάφορον του μηδενός της μορφης Υ = α+bχ+cχ 2 καί 

εϋρετε τάς στα-&εράς b καί c συναρτήσει της α. Δείξατε 
, , 
επι-



164 

GO 

Υ = Σ anxn+ t , 
π=Ο 

όπου 4(η+1)αη+1 = (3-2η)αη . 

ΠροσδΙΟΡLσατε τήν άΚΤLνα συγκλίσεως της σειρας. (L.U.) 

7. Δείξατε ότι ή διαφορική έξίσωσις 

(οπου k EGvau στα~ερά) εχει λύσεις της μορφης 

GO 

Σ anX"+; 
n==O 

ύπό τήν πρoϋπό~εσιν στι c = Ο ή 1. 

υO~εν εϋρετε δύο άνεξαρτήτους λύσεις, μίαν έκ των όποίων 

ύπό τήν μορφήν 

Υ = 1+ Σ (1-k2)(32_k2) ... {(2n-1)2- k2}x2n, 
11=1 (2n)! 

(L.U.) 

καί δώσατε τήν γενικήν λύσιν. 

8. Εϋρετε τήν λύσιν 

χ2 χ4 ( _1γχ2π 

Υ = Jo(x) = 1-22+ 22.42 - ... + 22n(n!γ + ... 

της διαφορικης έξισώσεως 

Δείξατε ότι ή Υ = uJO ECvau μία δευτέρα λύσις έάν 

u=f~ ΧJ'δ' 

xaL άναπτύξατε τήν u ύπό τήν μορφήν a+log X+b2X2+ ... , όπου α 
e 

ECvau αύ~αίρετoς καί ή b2 πρέπει νά εύρ ε~'ζi. (C.U.) 

9. Δείξατε ότι ή Jn(x)/xll ECvau μία λύσις της 

d
2
y +(1+2n)dY + Υ = Ο, 

dx2 Χ dx 
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όπου, ε~ς άμφοτέρας τάς πεΡCπτώσεις, n εGναι ~ετικός άκέραι-

ος. 

10. Λαμβάνοντες τήν σειράν Jo(x) ώς δίδεται ε~ς τό Πρόβλημα 8 

δε~ξατε ότι 

sin Χ ΙΠ/2 
-- = Jo(x cos θ) cos θ dθ 
Χ ο 

11. Χρησιμοποιουντες τάς σειράς των Jν(χ) καί J ( Χ) δ o~ ε ~ σα ς 
-ν 

22.3, δείξατε ότι 

Jt(x) = J(:X) sin Χ, 

J -t(x) = J(:X) cos Χ. 

12. θέτοντες Υ = 
_~x2 

Ve , εϋρετε τήν λύσιν της έξισώσεως 

(η άκέραιος) ε~ς τήν όποίαν Υ = 1 όταν χ = Ο καί όπου υ 

, 
εις 

,. 
ει-

ναι πολυώνυμον ώς πρός Χ. (C.U.) 

13. Ό τύπος του Rodrigues διά τό πολυώνυμον Legendre εGναι 

Έπαλη~εύσατε τόν τύπον διά n = 0,1,2,3. 

14.'Εάν Pn(z) Lκανοποιη τήν έξίσωσιν Legendre 

d2p dP 
(l_z2) ---f-2z _n+n(n+ l)Pn = Ο, 

dz dz 

, ". V dffiPn • . -", 
δειξατε οτι η = dZffi ικανοποιει την εξισωσιν 

dΨ dV (1-z2) _. -2(m+l)z - +{n(n+l)-m(m+l)}V = Ο, 
dz2 dz 
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καC σΗ ή ίκανοποιεί τήν 

(1_z2)d
2
W_ 2z dW +{n(n+1)-~}W=O. 

dz2 dz 1-Ζ2 

"O~εν δείξατε σΗ sίnθdΡn(cοsθ) εcναι, λύσι,ς της 
d(cos θ) 

d2W d -+-(W cot θ)+n(n+1)W = ο. 
dθ2 dθ 

(c.u.) 

15. Δι,ά της άνΗ κα ταστάσεως Ρ(θ) = Q(θ)(sίn θ)-t 

ε~ς τήν έξίσωσι,ν του Legendre 

-- sιnθ- +n(n+1)P=O, 1 d(. dP) 
sin θ dθ dθ 

δείξατε στι" όταν cosece « (2n+1), αL λύσει,ς της έξι,σώσε-

ως του Legendre εcναι, της μορφης 

(sin θ)-1' sin {<n+!)θ} . 
cos 

16. Γράφοντες τήν έξίσωσι,ν του Bessel ύπό τήν μορφήν 

, , ,., 2/ 2 δ" ., 
και, παραλει,ποντες τον ορον ν Χ, ι,α μεγαλα Χ, ευρετε τήν 

έξCσωσι,ν 

d
2
u ( 1 ) -2+ 1+-2 U=O. 

dx 4Χ 

οπου u = ICx)y. 'Ό~εν παραλείποντες, δι,ά μεγάλα Χ, τόν σρον 

1/4χ 2 , δείξατε ότι, μία άσυμπτωτι,κή μορφή (Χ » 1) των συν­

αρτήσεων Bessel είναι, 

..;
1 (Λ cos χ+Β sin Χ). 
(Χ) 

(Ύπόδει,ξι,ς : πρωτον ~έσατε Υ = Υ+1 ούτως ωστε Υ = Ο 
Χ = Ο καC έν συνεχείq άκoλoυ~ήσατε τήν μέ~oδoν). 

., 
οταν 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 23. 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ LAPLACE 

23.1. 'CPισμός 

Μεταξύ των πολλων Ήαί ποι,Ήίλων έφαρμογων το\} μετασχηματι.,σμο\} La­

place, ίσως ή περι,σσότερον σπουδαια εGναι, ε~ς τήν λύσι,ν γραμμι, -

Ήων δι,αφορι,Ήων έξι,σώσεων (συνή~ων Ήαι μερι,Ήων). Πριν αμως εισέλ-

~ωμεν ε~ς τήν άνάπτυξι..ν της έφαρμογης αύτης (βλ. § 23.5), ~ά . 
0-

ρισωμεν τόν μετασχηματι,σμόν Laplace Ήαί ~ά ύπολογισωμεν τούς με­

τασχηματι,σμούς μερι,Ήων άπλων συναρτήσεων. 

Ό μετασχηματι,σμός Laplace f(p) συναρτήσεως f(x) απου χ>Ο 

όρΙζεται, ύπό του όλΟΉληρώματος 

(1) 

όπου ή μεταβλητή Ρ ύπoτι~εται, ότι, εGναι, πραγματι,Ήή (δύναται, όμως 

γενι,Ήώτερον νά εGναι, μι,γαδι,Ήή). EGvaL. εύχρηστος ό συμβολι,σμός 

Ι(Ρ) = L{J(x)}, (2) 

οπου L{} άντι,προσωπεύει, συμβολι,Ήως τήν πραξι,ν έΉ της όποιας λαμ­

βάνομεν τόν μετασχηματι,σμόν Laplace της συναρτήσεως έντός των 

άγΉυλων. 

Έπι πλέον ό L{} εGναι, γραμμι,Ήός τελεστής δι,ότι, έΉ της (1) εχο-

μεν 

L{kf(x)} = kL{J(x)}, (3) 

οπου k ECvaL μLα στα~ερά καί 
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L{aj(x)+pg(x)} = !σα:> e-PX(aj(x)+fig(x» dx 

=α!σα:> e-PXj(X)dx+pIσ'" e-PXg(x)dx 

= aL{f(x)} +fiL{g (Χ)}, 

(4) 

(5) 

(6) 

οπου α καί β ECva~ αύ~αίρετo~ στα~εραί καί g(X) εΙνα~ μία αύ~αί­

ρετος συνάρτησ~ς όρ~ζoμένη (σπως ή f(x» δ~ά χ > ο. 

23 .2. • Απλοί Μετασχηματισμοί 

Xρησ~μoπo~oϋντες τόν όρ~σμόν (1) δυνάμε~α νά λάβωμεν τούς κατω -

τέρω μετασxηματ~σμoύς : 

(α) 'Εάν f(x) = 1 δ~ά χ > ο τότε 

{
α:> 1 

L{l} =J(p) = e-Px dx =-, 
ο Ρ 

(7) 

σπου, δ~ά τήν σύγκλ~σ~ν του όλοκληρώματος, Ρ > Ο. 

( β) 'Εα'ν f () αχ... tt -r, ,., , 
χ = e , οπου α ε~να~ μ~α πραγματ~κη στα~ερα~τo-

τε 

{ α:> 1 
L{e"X} = J(p) = ε-ργχ dx = -, 

ο ρ-α 
(8) 

-~πoυ Ρ > α δ~ά τήν σύγκλ~σ~ν. 
,.;ι''.. 

(γ) ΊΕάν f(x) = sinax, σπου α Ecva~ μία πραγματική στα.(1ερά~ 

τότε 

.L{sin .ax} = J(p) =. Ία:> e- Px sin αχ dx =~, 
. ο Ρ +α 

ύπό τήν πρoϋπό.(1εά~ν στ~ Ρ > Ο. 

(δ) 'Εάν f(x) = cosax τότε 

L{cos αχ} =J(p) = {α:> e- Px cos αχ =~, 
ο Ρ +α 

ύπό τήν πρoϋπό~εσ~ν oτ~ Ρ > Ο. 

(ε) 'Εάν f(x) = x
n

, σπου n = 1,2,3, ... , τότε 

(9) 

(10) 
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(11) 

ύπό τήν πρoϋπό~εσ~ν Ρ > Ο. 

(ζ) Έάν f(x) = sinhαχ, οπου α εCνα~ πραγματ~κή στα~ερά, τό-

τε 

L{sinh αχ} = ](Ρ) = f 00 e- PX sinh αχ dx = -j!-z, 
ο Ρ -α 

(12) 

ύπό τήν πρoϋπό~εσ~ν oτ~ Ρ > α. 

(η) Έάν f(x) = cοshαχ τότε 

L{cosh αχ} = J(p) = f 00 e- PX cosh αχ = -Ρ_, 
ο ρ2_ α2 

(13) 

πρoϋπo~~τoντες πdλ~ν Ρ > α. 

Μετασχηματ~σμΟL πολλων αλλων συναρτήσεων δυναντα~ νά εύρ ε~oυν 

κα~Όμo~oν τρόπον άλλ'ε~ς μερ~κάς περ~πτώσε~ς δ~ευκoλύνε~ ή χρη­

σLς της LδLότητος της γραμμLκότητος του L{} ώς έκφράζετα~ 

ε~ς τήν (6). 'EnL παραδεLγματ~, ό μετασxηματ~σμός της cοshαχ δυ­

ναταL νά εύρε~~ κατ'αύτόν τόν τρόπον γρdφοντες 

(14) 

-Εν &λλο xρήσ~μoν άπoτ~λεσμα (συνή~ως γνωστόν ώς ~εώρημα μετα­

ΤΟΠLσεως) εCναL oτ~ έάν f(p) = L{f(x)}, τότε 

](ρ+α) = L{e-OXf(x)}, (15) 

οπου α εCναL μLα πραγμαΤLκή στα~ερά. τό άνωτέρω άπoδε~κνυετα~ 

εύκόλως δ~όΤL έκ της (1) 

L{e-OXf(x)} = foo e-PXe-OXf(x) dx = foo e-(P,+Q)Xf(x) dx 
ο ο . 

=](ρ+α). (16) 
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τά κατωτέρω παραδείγματα ύποδεικνύουν τήν χρησιν του άνωτέρω 

ποτελέσματος. 

Παράδειγμα 1. Έπειδή έκ τη ς (11) 

L{x"} = p:~l' (ρ> Ο), 

επεται έκ της (15) ότι 

L{ " -αχ} π! 
χ e == , 

(ρ+ α)" + ι 
(ρ> -α). 

IΊαρ::iδειγμα 2. Έπειδή έκ των (9) καL (10) 

ή (15) Μδει 

L{sin αχ} = -Ζ α 2' L{cos αχ} = -2 Ρ--:;, 
Ρ +α Ρ +α-

L{e- OX sin bx} = __ b_
2
--

2
, (ρ> -α) 

(ρ+α) +b 

οπου α καί b ECvaL αύ~αίρετoι στα~εραί. 

, 
α-

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

ΕCς μικρός πίνας μετασχηματισμων Laplace δLδεται κατωτέρω: 

Π Ι Ν Α Ξ 3 

j(x) J(p) =. L{J(x)} j(x) Ι J(p) = L{J(x)} 

1 
1 

Ρ >0 x"e- OX π! 
- ρ> -α , 

(ρ+α)"+Ι' Ρ 
χ" π! 1 J;, , 

ρ>Ο ρ>Ο 
(π = 1,2,3 ... ) --;;+1' .jx Ρ 

eOX(a ::j: Ο) 
1 

.jx 1 Jπ ρ>Ο --, ρ>α 
2ρ ρ' ρ-α 

sin αχ 
α 

ρ>Ο χ sin αχ 
2αρ 

ρ>Ο 
ρ2+ α2' (ρ2+ α2)2' 

Ρ _ e- ax sin bx b cos αχ 
ρ2+ α2' 

ρ>α 
(p+a)z+b z' 

ρ> -α 

cosh αχ Ρ 
ρ>α e- ax cos bx ρ+α 

ρ> -α 
ρ2_ α2' (p+a)2+b 2' 
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23.3. • Αντίστροφοι Μετασχ.ηματισμοί 

Ι -ι {} Είσάγομεν τόν άντ~στρoφoν τελεστήν ό όΠΟLος εGνα~ τo~oυτoς 
(ι , , 
ωστε εαν 

L{J(x)} = J(P) (22) 

τότε 
(23) 

"Η, &λλως, δo~ε~σης μ~aς συναρτήσεως ~(p), L-l{~(p)} εGνα~ μ~α 

συνάρτησ~ς έχ της όπo~ας ή ~(p) λαμβάνετα~ δ~'ένός μετασxηματ~ -

σμου Laplace. Προφανως, έχ των (22) xα~ (23) 

LL- l =L-lL= 1, (24) 

ένω δυνάμε~ της γραμμ~xότητoς του τελεστου ι{} εχομεν 

ΓΙ{κΙ(χ)} = KL-l{J(x)}, } 
L-Ι{αj(χ)+βg(χ)} = αΓΙ{J(χ)}+βL-Ι{g(χ)}, 

(25) 

δπου α, β xα~ k εGνα~ α~~α~ρετo~ στα~ερα~. ·O~εν L- l
{} εGνα~ έ­

π~σης ενας γραμμ~xός τελεστής. 

Άντ~στρoφo~ μετασxηματ~σμo~ δύναντα~ εύχολώτερον νά εύρε -

~oυν έχ των π~νάxων τυπ~xων μετασxηματ~σμων. Έπί παραδείγματ~ 

έάν (έχ της (7» 

εχομ εν 

Όμ ο ~ω ς έ χ τ η ς (1 Ο ) 

1 L{l} =-
Ρ 

(26) 

(27) 

L-t{--I-ϊ} = cos αχ. (28) 
Ρ +α 

·Οταν ό f(p) εGνα~ ρητή συνάρτησ~ς του ρ άλ~ 5x~ αμiσως αναγνω­

ρ~σ~μoς ώς τυπ~xης μορφης δύνατα~ συνή~ως νά έxφρασ~~, τ~ βoη~εί~ 

μερ~xων Χλασμάτων, ώς &~ρo~σμα ώρ~σμiνων ορων OL όΠΟLΟ~ άντ~στρέ­

φoντα~ αμiσως. τά αxόλoυ~α παραδείγματα δ~ευxρ~ν~ζoυν τήν προανα­

φερ~εCσαν δυνατότητα. 
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παράδειγμα 3. 'Ίνα εϋρωμεν τόν 

L- 1{ 1 } 
(p+a)(p+b) , 

απου α καί b ε~να~ στα~εραL, Ύράφομεν 

_--=-1 __ = _Λ_+_Β_. 
(p+a)(p+b) p+a p+b 

ΣυΎκρ~νoντες τούς συντελεστάς των αύτων δυνάμεων της Ρ 

μέλους της (30), εύρ~σκoμεν 

1 
Β=-Λ=­

a-b 

ύπό τήν πρoϋπό~εσ~ν δτ~ α r b. 

Συνεπως xρησ~μoπo~oυντες τήν (26) 

L- 1{ 1 } ___ 1 L- l{_1 } __ 1 L- l {_1 } 
(p+a)(p+b) - (b-a) p+a (b-a) p+b 

1 (-αχ -bX\ =-- e -e J. 
(b-α) 

παράδει γμα 4. 'Ίνα εϋρωμ εν τόν 

Συνεπως xρησ~μoπo~oυντες τήν (25) 

παράδειγμα 5. 'Ίνα εϋρωμεν τόν 

όπου α εcνα~ στα~ερά δ~άφoρoς του μηδενός, Ύράφομεν 

1 Α Β --- =-+--
ρ2(ρ2+ α 2) ρ2 ρ2+ α 2' 

(29) 

(3Ο) 

Εκάστου 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(36) 

(37) 

(38) 



ή όποία δίδει Α 
1 

- -Β = -2-
α 

'Ό~εν 

χ 1 . = ---- Slll αχ. 
α2 α 3 
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(39) 

(40) 

(41) 

Άντίστροφοι μετασχηματισμοί δύνανται γενικώτερον νά ευρε~oυν 

διά χρησιμοποιήσεως διαφόρων με~όδων της ~εωρίας τωνμιγαδικων με­

ταβλητων, είδικώτερον έπικαμπυλίων όλοκληρωμάτων (βλ.παρατηρήσεις 

του Κεφ. 4, § 4.5). Πάντως, δέν ~ά άσxoλη~ωμεν έδω μέ τάς με~ό­

δους αύτάς. 

23.4. Η.ετασχ.ηματισμοί Διαφcpικων Σuντελεστων 

Προκαταρκτικως διά τήν λύσιν συνή~ων διαφορικων έξισώσεων διά 

της με~όδoυ των μετασχηματισμων Laplace, ύπολογίζομεν τούς μετα­

σχηματισμούς των δι,αφορικων συντελεστων συναρτήσεως Υ(Χ). 'Έστω 

_. , - dy Τ ' 
πρωτον ο μετασχηματισμος του dx' οτε 

L{~l:}=fro e- pxdy dX=[ye-pxJoo +pfOO e-PXydx (42) 
dx ο dx ο ο 

= -y(O)+pL{y}, ύπo~έτoντες e-PXy-l-O του X-l-CX), 

= - Υ (0)+ ΡΥ(Ρ), 

όπου Υ(Ο) εGναι ή τιμή της Υ(Χ) διά χ = ο. 'ομοίως 

L ~ = e-px~dx= e-Px~ +ρ e-px...l.dx. { d
2

} f 00 d
2 

[d Joo f'" d 
dx ο dx dx ο ο dx 

Χρησιμοποιουντες τήν (44) αύτή γίνεται (ύπo~έτoντες ότι 
-ρχ dy 

e dx -r Ο του χ -r 00) 

όπου y(l)(O) εGναι 

L{~:~}= ρ2Υ(Ρ)-ΡΥ(0)_Υ(1)(0), 

ή τιμή της ~ διά 
dx 

χ = ο. 

(43) 

(44) 

(45) 

1'46) 
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Με:τασχηματι..σμοΙ άνωτέρων παραγώγων ύπολογΙζονται, κατά τόν 

αύτόν τρόπον καί γενικώτερον ευρίσκομεν 

δι,ά Χ = ο. 

23.5. Λωις Συνήθων ΔιαφOΡΙΚΩV ΈEιαωεωv 

τό πρωτον βημα δι,ά τήν λύσι,ν συνή~ων γραμμι,κων δι,αφορι,κων έξι,σώ-

σεων δι,ά μετασχηματι,σμου Laplace εcναι, νά μετατρέψωμεν τήν 

σωσι,ν εLς άλγεβρι,κήν έξισωσι,ν ώς πρός Υ(ρ) χρησι,μοποι,οϋντες 

άποτελέσματα της τελευταιας παραγράφου και έν συνεχεια νά 
L 

μεν ώς πρός Υ(ρ). Έάν ή λύσι,ς αύτή δύναται, νά άντι..στραφ~ ή 

τά 

λύσω-

" ου-

τως εύρι,σκομένη συν~ρτησι,ς Υ(Χ) ~ά εcναι, ή λύσι,ς της δι,αφορι,κης 

έξι,σώσεως. τά κατωτέρω παραδείγματα έπεξηγουν τήν μέ~oδoν ταύτην. 

παράδειγμα 6. 'Ίνα λύσωμεν τήν 

(D+2)y = cos χ (48) 

δo~έντoς οτι, Υ = 1 δι,ά Χ = Ο (δηλ. Υ(Ο) = 1) λαμβάνομεν τόν με­

τασχηματι,σμόν Laplace της (48) και χρησι,μοποι,ουντες τήν (44) και 

τήν (10) 

ΡΥ(Ρ)- Υ(Ο)+2Υ(Ρ) = -!--ι· 
ρ + 

Έπι,λύοντες ώς πρός ~(p) εύρίσκομεν 

Υ(Ρ) = ρ + Υ(Ο) 
(Ρ+2)(Ρ2+1) ρ+2 

== Ρ +_1_ άφοϋ Υ(Ο). = 1 
(ρ+2)(ρ2+1) ρ+2' 

(49) 

(50) 

(51) . 

Έν συνεχεCq άντι,στρέφομεν τήν έξίσωσι,ν αύτήν γράφοντες πρωτον 

(52) 

οπου Α,Β καί C εcναι, στα~εραί. Έργαζόμενοι, κατά τόν γνωστόν 
2 

τρόπον εύρισκομεν Α = -Β = καί C =+, τό όποΤ:ον δίδει, 
5 



Συνεπως 

Υ(Ρ) = _~(_Ι_)+!(Ι+2P)+_Ι_ 
5 ρ+2 5 ρ2+Ι ρ+2 

Υ(Χ) = L-l{ji(p)} = t sin x+t cos x+te- 2x• 

~ει,γμα 7. 'Ίνα λύσωμεν τήν 
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(53) 

(54) 

(55) 

~+~=~~ ~ 
οπου α καL b εGναι στα~εραL (α r b, α r ο) λαμβάνομεν τόν μετα-

σχηματισμόν Laplace της (56) χρησιμοποιουντες τάς (46) καL (9). 

Τότε 

έκ της όποίας λαμβάνομεν 

διά χ = Ο. Χρησιμοποιουντες τήν άνάπτυξιν εLς μερικά 

διά τήν (58) έχομεν 

έκ της όΠΟLας δί άντιστροφης λαμβάνομεν τήν λύσιν 

( ) (Ο) . . sin bx 
Υ Χ = Υ cos αΧ+Α Sln αχ+-2--2, 

α -b 

., 
οπου 

(57) 

κλάσματα 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 
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παι:άδειγμα8. Ώς άνεφέρklη ε~ς τό Κεφ. 21, § 21.11, ή μέkιοδος 

των μετασχηματισμων Laplace δύναται νά έφαρμοσkl~ έπωφελως ε~ς συ­

στήματα διαφορικων έξισώσεων μέ σταklερούς συντελεστάς. τουτο δι­

ευκρινίζεται ύπό του κάτωklι παραδείγματος. 

"Εστωσαν α~ έξισώσεις 

(D 2+2)y-x = Ο 

(D 2+2)x-y = Ο } (63) 

., , 7 ., ι:- ' βλ" D - d 
οπου χ και Υ ειναι αι ε"ηρτημεναι μετα ηται και = dt ' t παρ-

ιστων τήν άνεξάρτητον μεταβλητήν. Λαμβάνοντες τόν μετασχηματισμόν 

Laplace έκάστης έξισώσεως έχομεν 

ρ2Υ (Ρ)_ΡΥ(0)_Υ(1)(0)+2Υ(ρ)-χ(ρ) 
2- (1) - _. 

ρ Χ(Ρ)-ΡΧ(Ο)-χ (0)+2Χ(Ρ)-Υ(Ρ) 

= Ο } 

= Ο 
(64) 

όπου, ώς συνήklως, χ(Ο), Υ(Ο) εGναι α~ τιμαί των χ καί Υ διά t=O 

και χ(l)(ο), Υ(l)(ο) α~ τιμαι των πρώτων παραγώγων των χ καί Υ 
διά t = ο. 

χάριν άπλότητος ύΠΟklέτομεν τάς άρχικάς συνklήκας χ(Ο) = Ο, 
(1) (1) 

Υ(Ο) = ο, χ (ο) = Υ (ο) = ο. Τότε ή (64) γίνεται 

(p2+2)y(p)-~(p) 

(p2+2)~(p)-y(p) : :; } 
Άπαλείφοντες τόν Υ(ρ) άπό τάς δύο αύτάς άλγεβρικάς 

λαμβάνομεν 

(65) 

έξισώσεις 

(66) 

Δι'άντιστροφης τούτου μέ τήν μέkιοδον τωνμερικων κλασμάτων εύρί-

σκομεν 

x(t) = cost+cos/3t (67) 

Όμοίως δι'άπαλοιφης του ~(p) άπό τήν (65) τελικως λαμβάνομεν 

Υ( t) = cost-cos/3t. (68) 



ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 23 

1. Έπαλη6ε~σατε Tci ciκ6λου6α dποτελ~σματα 

(α) L{a+bx} = ap+b, 
ρ2 

(β) L{χ-η = J;, 
ρ2_ α2 

( γ) L{ χ cos αχ} = 2 2 2' 
(ρ +α ) 

(δ) L{eQXx-t(1+2ax)} = pJn . 
(ρ_α)3/2 
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2. ΎπολογCσατε τόν L-1{f(p)} σταν ό f(p) εχη τciς κατωτ~ρω μορ 

φάς 

(α) 
1 

(β) ρ(ρ_Ι)3' 

3. Έπ~λ~σατε τciς κατωτέρω έξ~σώσε~ς xρησ~μoπo~oυντες τόν μετα-

σxηματ~σμόν Laplace 

(α) (D 2 +4D+8)y = cos 2Χ, δo6~ντoς 

χ = ο 

(β) (D+l)y+Dz=O, 
(D-l)y+2Dz = e-X, 

ΟΤΙ Υ = 2 καΙ: 

δo6~ντoς σΗ Υ =+xaC Ζ = Ο αταν χ = ο. 
(E~ς ciμφοτ~ρας τάς περ~πτώσε~ς D Ξ ~x)' 

4. Ύπό τήν πρoϋπ66εσ~ν σΗ 

σπου χ εινα~ μCα παράμετρος, δεΙ:ξατε στ~ 

f"'SinXU
d 

π 
-- U=-, 

ο u 2 

καί ΟΤΙ 

f'" cos (xu 2 ) du = r(i)r(t) = J(!!..), 
ο· 4-J(nx) 8Χ 

dy _ υ 
dx - 1 οταν 

Φ12 
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xρησιμoπoιoϋν~ες τό άποτέλεσμα του προβλήματος 9, Κεφ. 18. 

5. τό συνελικτικόν ~εώρημα λέγει οτι ύπό ώρισμένας συν~ήκας 

L{f: f(x- y)g(y) dY}- J(P)g(P), 

οπου f(p) = L{f(x)} καί g(p) = L{g(x)}. 

Δείξατε χρησιμοποιοϋντες τόν μετασχηματισμόν Laplace 0-
τι ή έξίσωσις 

(D2 +4)Υ = !(Χ), 

οπου f(x) εCναι μία α~~αίρετoς συνάρτησις καί οπου Υ(Ο) = 1 

y(l)(O) = 1, γίνεται 

υO~εν, χρησιμοποιουντες τό συνελικτικόν ~εώρημα, δείξατε ΟΤΙ 

Υ(Χ) = cos 2x+t sin 2x+t ι: f(x') sin 2(Χ-Χ') dx', 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 24. 

ΜΕΡΙΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

24.1 . Είσαγωγή 

Έξ~σωσ~~ περ~έxoυσα μερ~κoύ~ δ~αφoρ~κoύ~ συντελεστά~ (μερ~κά~ 

παραγώγoυ~) καλεCτα~ μερ~κή δ~αφoρ~κή έξ~σωσ~~,ή τάξ~~ τη~ όπo~­

α~ εcνα~ Cση (κατ'άναλoγ~αν πρό~ τά~ συνή~ε~~ δ~αφoρ~κά~ έξ~σώ -

σε~~) πρό~ τήν τάξ~ν τη~ άνωτάτη~ τάξεω~ μερ~κη~ παραγώγου ή 
. 
0-

πo~α έμφανίζετα~ εL~ τήν έξLσωσ~ν. Έπί παραδειγματ~~ aL έξ~σώ -

σε~~ 

28u 8u 
3Υ -+-=2u, 

8Χ 8Υ 
(1) 

(2) 

(οπου f(x~y) εCνα~ μ~α αύ~αLρετο~ συνάρτησ~~) εcνα~ τυπ~καL με-

ρ~κα~ δ~αφoρ~και έξ~σώσε~~ πρώτη~ MaL δευτέρα~ τάξεω~~ άντ~σΤOί­

xω~, aL χ και Υ εcνα~ aL άνεξάρτητo~ μεταβληται MaL uή πρό~ εϋ-

ρεσ~ν συνάρτησ~~. Άμφότερα~ aL έξωώσε~~ εCνα~ γραμμ~και 
. , 
υπο 

τήν εννo~αν oτ~ ή u και aL παράγωγοι τη~ έμφανLζοντα~ μόνον εL~ 

τόν πρωτον βα~μόν και γ~νόμενα τη~ u MaL των παραγώγων αύτη~ δέν 

έμφανίζoντα~. Μια τυπ~κή μή γραμμ~κή έξLσωσ~~ μέ δύο άνεξαρτήτoυ~ 

μεταβλητά~ εcνα~ ή 

_. Δέν ~ά άσxoλη~ωμεν έδω μέ έξ~σώσε~~ τη~ άνωτέρω μoρφη~ (3). Έν 
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γένει, ή λύσις μεp~κων δ~αφop~κων έξ~σώσεων εGναι πολύ περισσό -

τερον δύσκολος άπό τήν λύσ~ν συνή-&ω') διαφoρ~κων έξισώσεων καί 
, ' , 'ο. δ 'λ ' έκτός ώp~σμένων ~~δ~κων περιπτωσεων γενικη μενΟ ος επι υσεως με-

p~κων δ~αφop~κων έξισώσεων δέν ύπάpxε~. E~ς τό κεφάλαιον αύτό -&ά 

ύποδείξωμεν τόν τρόπον έπιλύσεως ώρισμένων άπλων γpαμμικω~ μεp~­

κων δ~αφopικων έξ~σώσεων (aL όΠΟLαι οΟχ ηττον παρουσιάζουν φυσι­

κόν ένδ~αφέpoν). 

ΕLδομεν ηδη ε~ς τό Κεφ. 21 ότι ή γενική λύσις μιας συνή-&ους 

δ~αφopικης έξισώσεως πεp~έxει αύ-&αιρέτους στα-&εράς. Ή γενική λύ­

σις ομως μερικης διαφop~κης έξισώσεως περιέχει έν γένει αύ-&α~pέ­

τους συναρτήσεις. Πρός ~ιασαφήνισιν του σημείου αύτου.-&εωρήσωμεν 

τό άντίστροφον πρόβλημα του σχηματισμου μερικης διαφορικης έξισώ­

σεως έκ δο-&εισων συναρτήσεων. 

Έπί παραδείγματι, έάν 

u = yf(x), (4) 

οπου f(x) εGναι μία αυ-&αίρετος συνάρτησις της Χ, τότε 

ou 
- =j(x), (5) 
ΟΥ 

καί συνεπως άπαλείφοντες τήν f(x) έκ των (4) καί (5) λαμβάνομεν 

τήν πρώτης τάξεως μερικήν διαφορικήν έξίσωσιν 

ou 
y-=u. 
ΟΥ 

Έκάστη συνάρτησις u της άνωτέρω μορφης (4) εGναι ώς έκ 

λύσις της(5) άνεξαρτήτως της μορφης της r(x). Όμοίως έάν 

u =f(x+y)+g(x-y)~ 

(6) 

τούτου 

(7) 

οπου f(x+y), g(x-y) εGναι αυ-&αίρετo~ συναρτήσεις ώς πρός Χ+Υ καί 

Χ-Υ, άντιστοίχως, τότε 

ou =j'(x+y)+g'(x-y), 
ΟΧ 

02U 
-2 = j"(X+ y)+g"(X- Υ), 
οχ 

(8λ 

(9) 
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OU 
ΟΥ = f'(x+ y)-g'(x- Υ), (10) 

02U 
ΟΥ2 = Γ'(Χ + y)+g"(X- Υ), (11) 

δπου o~ τ6νοι ~πoδηλoυ~ παραγ~γισιν ~ς π~6ς τ~ν civciAoyov 
, 
ανε-

ξciρτητον μεταβλητ~ν (Χ+Υ ~ Χ-Υ). ·Οθεν ciπαλεCφοντες Tcis αόθαιρ{­

τους συναρτήσεις δι'έξισ~σεως των (9) xaL (11) λαμβciνομεν τήν 

δευτ{ρας τciξεως μερικήν διαφορικήν έξCσωσιν 

02U 02U 

οχ2 - ΟΥ2" 
(12) 

~H συνάρτησις u ή όρΙζομένη ύ~ό της (7) ίκανοnοιεC τήν (12) άνε-

ξαρτήτως των συναρτησιακων μορφων των f(x+y) xaC g(x-y). 

E~ς ciμφότερα Tci παραδειγματα ή τciξις της προκυπτούσης με­

ρικης διαφορικης έξισ~σεως ~σoυται πρ6ς τόν ciριθμόν των αόθαιρ{­

των συναρτήσεων Tcis όΠΟLας περιλαμβciνει ή ciρχική εκφρασις της u. 

Αότό φαLνεται.νci ~πoδεικνύ~ δτι (xaT'civaAoyCav πρός Tcis συνήθεις 

διαφορικciς έξισ~σεις) ή γενική λύσις μιας n τciξεως μερικης δια -

φορικης έξισ~σεως eci περιέχη ciXPLSWS n αόθαιρ{τους συναρτήσεις. 

'Άν xaL αότό δέν συμβαCνει πciντοτε. εcναι ενας παραδεκτός όρι-

σμός της γενικης λύσεως μερικης διαφορικης έξισ~σεως διά τήν κα-

τηγορCαν των έξισ~σεων τάς όΠΟLας έξετciζομεν ε~ς τό κεφάλαιον 

τουτο (γραμμικάς μέ σταθερούς συντελεστciς).Τέλος παρατηρουμεν 0-
τι ε~ς φυσικά προβλήματα Tci όπo~α μας όδηγουν ε~ς μερικciς διαφο­

ρικάς έξισ~σεις αί αόθαCρετοι συναρτήσεις αί έμφανΙζόμεναι ε~ς 

τήν λύσιν πρέπε~ συνήθως vci έκλ{γωνται οϋτως ωστε νci ίκανοποιουν 

ώρισμένας συν~ήκας, τάς καλουμένας συνοριακάς συν%ήκας, αί όποϊ-

αι ~παγoρεύoνται έκ του ~πό έΠLλυσιν προβλήματος. 

24.2. Έςισώσεις Δευτέρας Ταςεως μέ Σταθερούς Συντελε~ς 

MCa έξCσωσις της μορφης 

02U 02U 02U OU OU 
a-

2
+2h--+b-

2
+2j -+2g -+CU = Ο, 

οχ οχ ΟΥ ΟΥ ΟΧ ΟΥ 
(13) 
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όπου a,h,b,f,g καί c εCναι στα~εραί, εCναι μία γραμμική έξ~σω-

σις δευτέρας τάξεως μέ στα~ερoύς συντελεστάς ώς πρός δύο μεταβλη­

τάς (Χ xaC Υ). Διά συγκρ~σεως μέ τήν γενικήν κωνικήν έξ~σωσιν 

ax2 + 2hxy+by2 + 2jx+2gy+c ~o 

λέγομεν ότι ή (13) ε~ναι 

έλλειπτικης } 

παραβολικης 

ύπερβολ ικης 

{αb-h
2 > ο, 

μορφης όταν αb-h2 = ο, 
αb-h2 < Ο. 

(14) 

(15) 

Έπ~ παραδε~γματι ή έξ~σωσις του Laplace μέ δύο μεταβλητάς (βλ. 

Κεφ. 9, § 9.4). 

02iι 02U -+-=0 
οχ2 ΟΥ2 

(16) 

λαμβάνεται έκ της (13) ~έτoντες α = 1, h = Ο, b = 1, f = g = c = 
= Ο xaC, έπειδή ab-h 2 > Ο, ε~ναι έλλειπτικης μορφης. ΌμοCως ή 

έξ~σωσις 

(όπου k ε~ναι μ~α πραγματική στα~ερά) δύναται νά ληφ~η έκ της 

(13) ~έτoντες α = 1, h = Ο, b = _k 2
, f= g = c = Ο. υO~εν, έπει­

'δή ab-h2 = -k 2 < Ο, ή έξ~σωσις ε~ναι ύπερβολικης μορφης. ·Ομως ή 

έξ~σωσις 

ε~ναι παραβολικης μορφης έπειδή α = 1, h = 
f = c = Ο κα~ ab-h 2 = Ο. 

Ο, b = O,g 

(18) 

1 = --k 
2 ' 

Ώς ~ά ϊδωμεν εις τήν έπομένην παράγραφον ή μορφή της γενι­

κης λύσεως δο~εCσης μερικης διαφορικης έξισώσεως δευτέρας τάξεως 

μετά στα~ερων συντελεστων (της μορφης (13» έξαρταται πολύ έκ 

του κατά πόσον ή έξCσωσις αύτή ε~ναι έλλειπτικης, παραβολικης η 

ύπερβολικης μορφης. 
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24.3. Ή Έ~ίσωσις τοϋ Euler 

Ή εξ~σωσι..ς 

α 02U +2h 02U +b 02U == Ο 
οχ2 ΟΧ ΟΥ ΟΥ 2 • ' 

(19) 

οπου α,h κα~ b εCναι.. στα~εράι.., εCναι.. μLα είδι..κή περLπτωσι..ς της 

(13) (λαμβανομένη έάν τε~η f = g = c = ο) κα~ εCναι.. γνωστή ώς ε­

ξLσωσι..ς του Euler. Ή γενι..κή λύσι..ς της εξι..σώσεως αύτης δύναται.. 

νά εύρε~~ ώς άκoλoύ~ως. 

πρωτον όΡLζομεν δύο νέας άνεξαρτήτους μεταβλητάς ξ καL η 

δι..ά των γραμμι..κων σχέσέων 

ξ = PX+ qy,} ,,= rx+sy, 

οπου p,q,r καί s εΙναι αύ~αίρετoι στα~εραί. Τότε 

OU ou οξ ou c" ou OU -=--+-_·-=p-+r-, 
ΟΧ οξ οχ οη οχ οξ οη 

OU :;::: ou οξ + ou οη = q ou + s ou , 
ΟΥ οξ ΟΥ οη ΟΥ οξ οη 

02U Ο (OU) (ο 0)( ou OU) --- - - p-+r- p-+r-
οχ2 - ΟΧ οχ - οξ ση οξ οη 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Άντι..κα~ι..στωντες εις τήν (19) τάς έκφράσει..ς των δευτέρας τάξεως 
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μερ~κων παραγώγων εύρίσκομεν 

o2u [)2U 
(ap2+bq2+2hpq)-2 +2{apr+bsq+h(rq+sp)}-

σξ σξ ο" 

+(ar2+bs2+2hrs) σ2~ =0. (29) 
ση 

Έν συνεxεί~ εκλέγομεν τάς αύ~α~ρέτoυς στα~εράς p,q,r,s ούτως ω­

στε Ρ = Γ = 1 α~ δέ q,s νά ε~να~ α~ δ~oρίζα~ Χι καί Χ2 τ~ς εξ~­

σώσεως 
a+2hX+bX2 =0. 

Συνεπως ή (29) γίνετα~ 

Έπε~δή ομως, εκ του Κεφ. 14, § 14.2 (Τ.1), 

ή (31) γράφετα~ 

2h 
Χι +Χ2 = --, 

b 

2 2 o2u . 
-(ab-Jz ) -- = Ο. 
b σξ ση 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

-O~εν όπ6 τ~ν πρoσπ6~εσ~ν δτ~ ή (19) δέν ε~να~ παραβoλ~κή ~TOL 

ab-h 2 + Ο, ή (33) δίδε~ 

(34) 

ή όποία δ~ 'άπ'εύ~είας όλο κληρώσεως μας δίδε~ τήν γεν~κήν λ~σ~ν 

u = F(ξ)+G(q), (35) 

οπου F καί G ε~να~ αύ~αίρετo~ συναρτήσε~ς. Συνεπως εφ'δσον ξ = 
= Χ+ΧιΥ, η = Χ+Χ2Υ (Χι καί Χ2 ε~να~ α~ δ~o Ρίζα~ της (30» ή γε­

ν~κ~ λ~σ~ς της (19) (ύπό τήν πρoσπό~εσ~ν δτ~ ή εξίσωσ~ς δέν ε~­

να~ παραβoλ~κης μoρφ~ς) ε~να~ 

u = F(x+Xt y)+G(x+X2y). (36) 

τέλος παρατηρουμεν εκ τ~ς (30) oτ~ τ6 ε~δoς των ρ~ζων χι καί Χ2, 



αί όπo~αL έμφανLζονταL ε~ς τήν λύσLν, έξαρταταL έκ τοϋ κατά πό­

σον ή έξLσωσLς ε{ναL ύπερβολLκή η έλλεLΠΤLκή' τ~ ονΤL, έάν 

αb-h 2 < Ο (ύπερβολLκή) αί Χι κα~ Χ 2 ε{ναL πραγμαΤLκα~ ένω όταν 

αb-h 2 > Ο (έλλεLΠΤLκή) αι Χι κα~ Χ2 ε{ναL άναγκασΤLκwς μLγαδLκοL. 

'Όταν ή (19) ε{ναL παραβολLκης μορφης (αb-h 2 = Ο), ή γενLκή 

λύσLς εύρ~σκεταL έκ της (29) ~έτoντες Ρ = 1 καL (πρός σΤLγμήν) ά­

φήνοντες τά q,r καL S αύ~αLρετα. Τότε 

82u 82u 
(α+bq2+2hq) -2 +2{αr+ bsq+h(rq-l-s)}--

8ξ . 8ξ 8η 

'Εάν τό q έκλεγη ώς ΡLζα της 

α+bq2+2/1q = Ο 

τότε, άφοϋ αb-h 2 = Ο έξ ύπo~έσεως, 

q = -~ (δLπλη) 
b 

(38) 

(39) 

'Ό~εν, δυνάμεΙ., της (38), ό πρωτος όρος της (37) ε{ναL μηδέν. Ό-

μΟLως ό δεύτερος ορος ε{ν~L μηδέν έπεLδή έκ της (39) 

αr+bsq+h(rq+s) = (αb-h2):' = ο. (40) 
b 

Συνεπως ή (37) γLνεταL (ύπό τήν προϋπό~εσLν σΤL τά Γ κα~ S δέν 

ε{ναL άμφότερα μηδέν) 

82u 
-=0. 
8'12 

Δι,'άπ 'εύ~εLας όλοκληρώσεως ή γενLκή λύσLς της (41) ε~ναL ή 

(41) 

u = F(ξ)+ηG(ξ), (42) 

οπου πάλLν αί F καL G.ε~ναL αύ~αLρεΤΟL συναρτήσεLς. ·O~εν, έπεL­
h 

δή Ρ = 1, q = -b(=X, έστω), ~xoμεν έκ της (20) 

ξ =Χ+ΧΥ, 

'1= rx+sy, 
(43) 

οπου Γ καL S ε~ναL αύ~α ~ρεΤOL (άλλ' ΟΧ Ι., άμφότεραι, μηδέν). Ή λύ­

σLς (42) ε{ναLλΟLπόν 
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u = F(x+ ΧΥ)+ (rx + sy)G(x + ΧΥ), (44) 

'ή όπo~α ECvaL κατά ταυτα ή γενική λύσις της (19) όταν ab-h2 = ο. 
Διευκρινίζομεν τώρα τά άποτελέσματα αύτά διά των κατωτέρω 

παραδειγμάτων. 

παράδειγμα 1. Ή έξ~σωσις του Laplace μέ δύο μεταβλητάς 

i)2u i)2u (45) -+-=0 
i)x2 i)y2 

ECvaL εLδική περίπτωσις της έξισώσεως του Euler λαμβανομένη έάν 

~έσωμεν α = b = 1 καί h = ο. 'Ό~εν ή (30) γ~νεται 

(46) 

δίδουσα ΧΙ = i καί Χ2 = -i. Έκ της (36) ή γενική λύσις της (45) 

ECvaL 
u = F(x+iy)+G(x-iy). (47) 

Ή έμφάνισις φανταστικων ποσοτήτων 
, 

τήν (47 ) ECvaL σύμφωνος ει ς 

μέ τόν έλλειπτικόν 

Έφ 'όσον όλαι 

της (47) , άξ~ζει νά 

χαρακτηρα της (45) . . 
λύσεις της (45) αι 

ί,'δωμ εν πως • λύσις η 

u = tan- l !. 
χ 

πρέπει νά " τήν εχ ουν 

ή εύρε~εLσα εLς τό Κεφ. 9, Παράδειγμα 6, δύναται νά γραφ~ 

αύτόν τόν τρόπον. Χρησιμοποιουντες μιγαδικούς άρι~μoύς κα~ 
ie ι τοντες Ζ = re = x+iy, έχομεν tan- (Υ/Χ) = θ καί 

'Άρα 

Ζ reΙθ 2Ιθ -=-- =e . 
: re- Ιθ 

θ -Ι Υ 1 1 1 1 =tan -=- og Ζ-- og ! 
χ 2ί • 2ί • 

= 1:. 10g• (Χ+ ty)_l:. log~ (χ- ίΥ), 
2ί 2ί 

ή όπo~α ε{ναι της μορφης (47), ώς έζητεLτο. 

μορφ ήν 

(48) 

κατ 

~έ-

(49) 

(50) 

(51) 



Παράδειγμα 2. Ή έξ~σωσις 

2 02U + 3 02U + 02U = Ο 
οχ2 οχ ΟΥ ΟΥ2 

3 
εCναι ύπερβολικης μορφης έπειδή α = 2, h =2' b = 1 κα~ ώς 

τούτου ab-h 2 < Ο. Έκ της (30) έχομεν 

2+3χ+χ2 =ο. 

έκ της dπο~ας λαμβciνομεν ΧΙ = -1, Χ2 = -2. 

·Ο6εν Α γενική λύσις της (52) εΖναι 

u = F(x-y)+G(x-2y). 

παράδειγμα 3. Ή έξ~σωσις 

02U +4 02U +4 02U = Ο 
οχ2 οχ ΟΥ ΟΥ2 
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(52) 

, 
εκ 

(53) 

(54) 

(55). 

εcναι παραβολικης μορφης έπειδή α = 1, h = 2, b = 4 κα~ ab-h 2=0. 

Έκ της (38) εύρ~σκoμεν 

Ι+4Χ+4χ2 == ο 

x=-t (διπλη). 

·Ο6εν έκ της (42) Α γενικ~ λύσις της (55) εcναι 

u == F(x-ty) + (rx+sy)G(x-ty), 

οπου r καί s εcναι αύ~α~ρετoι στα~εραί. 

(56) 

(57) 

Tελικ~ς σημει~νoμεν δτι Α γενική λύσις τ~ς μή dμογενους έ­

ξ Lσ~σεως Euler 

(58) 

δπου f(x,y) εCναι δο6εLσα συνciρτησις εύρ~σκεται διci της με6όδου 

του τελεστου D, κατά τρόπον παρόμοιον του χρησιμοποιη6έντος 

τό Κεφ. 21 διά συνή6εις διαφορικciς έξισ~σεις. πciντως, δέν 6ά 

σxoλη6~μεν μέ τήν μέ60δον αύτήν έδ~. 

24.4. Διαχωρισμός Mεταβλητ~ 

, 
α-

'Άν κα~ άπό τήν αποψιν ένός κα6αρου μα6ηματικου εcναι ~κανoπoιη-
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ΤLκή ή δυνατότης εύρέσεως γενLκης λύσεως μεΡLκης δLαφΟΡLκης έξL­

σώσεως, TOLaUTaL λύσεLς E{vaL μLκρας άξίας προκεLμένου νά έΠLβά­

λωμεν συνΟΡLακάς συνθήκας έπί της λύσεως. Έπί παραδείγμαΤL, ε~­

vaL συνήθως κάπως δύσκολον νά έκλέξωμεν τάς συναρτήσεLς F καί G 

της λύσεως (βλ. (47» της 

(59) 

οϋτως ωστε ή έξίσωσLς νά πληρουταL έντός του τετραγώνου του όΡL­

ζομένου ύπό των ElJeELWV χ = ο, χ = α, Υ = Ο, Υ = b καί ή u νά 

λαμβάνη προκαθωΡLσμένας ΤLμάς έπί του συνόρου της πεΡLοχης. 

Πρ6ς ύπερνίκησLν της δυσκολίας αύτης ε~ναι ΠΡΟΤLμώτερον νά 

ευρωμεν μίαν όλLγώτερον γενLκήν μορφήν λύσεως κατευθυνομένην άπό 

τό ε~δoς των συνΟ'ΡLακων συνθηκων τάς όποίας θέλομεν έΠLβάλεL .Μία 

μέθοδος έΠLτεύξεως τούτου βασίζεταL ε~ς τήν ύπόθεσLν OTL ή λύσLς 

ECvaL γινόμενον συναρτήσεων έκάστη των όποίων περιέχει μόνον μί-

αν άνεξάρτητον μεταβλητήν. Ή μέθοδος αύτή ECvaL ή του δωχωΡL -

σμου των μεταβλητων. 

θά δLασαφήσωμεν τήν χρησLν της μεθόδου αύτης θεωρουντες 

τάς λύσεLς ΤΡLων έξLσώσεων αι όΠΟLαL ECvaL σημανΤLκαί ε~ς τήν 

φυσLκήν καί αί όΠΟLαL LxaVOnOLOUV δεδομένας συνΟΡLακάς συνθήκας. 

Αι τρεLς αύταί έξLσώσεLς ECvaL 

καί 

(α) ή μονοδLάστατος έξίσωσLς κύματος 

(60) 

(β) ή μονοδLάστατος έξίσωσLς της μεταδόσεως της θερμότητος 

(καί δLαχύσεως) 

02U 10u 
οχ2 = k ot ' (61) 

(γ) ή έξίσωσLς Laplace ε~ς δύο διαστάσεLς 
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(62) 

Εις τάς άνωτέρω έξLσώσεLς αι c καί k ε{ναL φυσLκαί στα~εραι, . 
αL 

χ καί Υ ε{ναL αι μεταβληταί χώρου ένός συστήματος ΚαρτεσLανων 

συντεταγμένων καί t ε{ναL ή μεταβλητή χρόνου. Ή φυσLκή εννΟLα 

της έξηρτημένης μεταβλητης u εGναL βεβαίως δLάφορος εις έκάστην 

έξίσωσLν. 

(α) Ή έ ξ ί σ ω σ L ς κ ύ μ α τ ο ς 

παράδειγμα 4. θά εύρωμεν τήν λvσLν της έξLσώσεως 

02U 1 02U 

οχ2 c2 ot2' 
(63) 

ή όποία ε{ναL πεΡLοδLκή ώς πρός χ καί t, καί ικανΟΠΟLεL τάς συν­

ΟΡLακάς συν~ήκας 

u(O,t)=u(l,t)=o, t~O, 

u(x, Ο) = f(x), Ο ~ χ ~ ι, 

[
OU(X, t)] 
-,,- =g(x), O~x~l, 

ut 1=0 

(64) 

(65) 

(66) 

όπου f καί g ECvaL δo~εισαι συναρτήσεις καί e δo~εϊσα στα~ερά. 
Ύπo~έτoμεν μίαν λύσLν της (63) της μορφης 

u(x, t) = X(x)T(t), (67) 

όπου χ ε{ναL μία συνάρτησLς του χ μόνον καί Τ ε{ναL μία συνάρτησLς 

του t μόνον. Κατ'αύτόν τόν τρόπον ή (63) γίνεταL 

--=--, (68) 

Ή έξίσωσLς αύτή ικανΟΠΟLεLταL έάν γράψωμεν 

(69) 

καί 
(70) 
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όπου w εCναι τυχών πραγματικός άρι~μός. Αι λύσεις των έξισώσεων 

αύτων εΙναι περιοδικα(, ώς πρέπει, ένεκα των άρνητικων προσήμων 

ε~σαx~έντων είς τάς (69) και (70), κα( εχουν τάς γνωστάς μορφάς 

wx . wx 
Χ(χ) = Α cos-+B Slll-, (71) 

c C 

T(t) = C cos wt +D sin wt, (72) 

σπου A,B,C. και D εCναι αύ~αιρετoι στα~εραΙ. 'Ό~εν ή (67) γ(νεται 

u(x, t) = (Α cos :χ +Β sin :X)cC cos wt+D sin wt), (73) 

ή όποια ικανοποιεΤ τήν (63) διΌλας τάς τιμάς των στα~ερων Α, Β, 

C,D κα( w. 

Πρέπει τώρα νά ικανοποιήσωμεν τάς συνοριακάς συν~ήκας (64) 

-( 66). Πρός τουτο πρωτον ~έτoμεν χ = Ο ε~ ς τήν (73). Ή συνορια­

κή συν~ήκη u(O,t) = O(t~O) τότε δίδει 

0= A(C cos wt+D sin wt) 

διΌλα τά t, έκ της όποιας συνάγεται 

(74) 

Α = Ο. (75) 

Δεύτερον, ~έτoντες χ = e ε~ς τήν (73), ή συν~ήκη u(e,t) = O(t>O) 

δ(δει (χρησιμοποιουντες τήν (75» 

ο = Β sin ~vl(C cos wt+D sin wt). 
c 

(76) 

"Ομως, έπειδή ή Β δέν δύναται νά έξισω~~ πρός τό μηδέν χωρ(ς νά 

κάμνη και τήν u(x,t) έκ ταυτότητος μηδέν, ή (76) δύναται νά ικα­

νoπoιη~η (διΌλα τά t) μόνον όταν 

'Ό~εν 

. wl Ο 
Slll-= . 

C 

rπc ., 
W=- οπου r=1,2,3 ... 

Ι 

(ή περ(πτωσις r = Ο ή όποια διδει w = Ο, άποκλε(εται έπειδή 
λιν κάμνtι τήν u(x,t) έκ ταυτότητος μηδέν). Παρατηρουμεν στι 

(77) 

(78) 

πά-. 
υ-
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" οτι, 

ε~ς έκάστην τι,μήν της w άντι,στοι,χει μ(α μερι,κή λύσι,ς (ή ~δι,oσυν­

άρτησι,ς). ΠράγματΙ." ~έτoντες τήν (75) κα~ τήν (78) ε~ς τήν (73) 

εχομεν 

Wl = - ,ut(x, t) = sln - Cl sln - +Dt cos - , nc . πχ ( . nct nct ) 
1 1 Ι 1 

2nc . 2πχ ( . 2nct 2nct) Wz - -, uz(x, t) = sln - Cz SlD-- +Dz COS - , 
1 Ι Ι 1 . . .. . (79) 

rπc ( ) . rπx(C " rπct D rπct) w, =-,u, χ, t =sln- ,sln -+ rCOS - , 
Ι 1 Ι Ι . . .. . 

καC ούτω κα~'έξης' αί. C1 ,C2,C3,'" Cr ,Dl,D2, ... Dr , ... Ecvaι, αύ­

~α~ρετoι, στα~εραC. Έκάστη των έκφράσεων αύτων δι,ά τήν u(x,t) EC­

ναΙ., μερι,κή λύσι,ς της έξι,σώσεως του κύματος (63) Lκαν,οποι,ουσα τάς 

συνορι,ακάς συ~ήκας (64). Τώρα έπει,δή ή (63) ECvaι, γραμμι,κή έξ(-

σωσι,ς, εκαστος γραμμι,κός συνδυασμός μερι,κων λύσεων ECvaι, 

λύσι,ς. Έπομένως, λαμβάνομεν τόν γραμμι,κόν συνδυασμόν 

Σ'" ( . rπct rπct) . τπχ u(x, t) = C, sln-- + D, cos - SlD-
,= 1 1 1 1 

, , 
επι,σης 

(80) 

ώς γενι,κήν λύσι,ν της (63) ί.κανοποι,ουσαν τάς συνορι,ακάς συν~ήκας 

(64). Αί. αύ~αCρετοι, στα~ερα~ Cr κα~ Dr ε~ς τήν λύσι,ν πρέπεΙ., νά 

έκλεγουν ωστε νά πληροϋνται, αί. συνoρι,ακα~ συν~ηκαι, δι,ά t = Ο 
(ητοι." αί. (65) καC (66». 

θεωρήσωμεν πρωτον τήν (65), ή όποCα άπαι,τεG 

u(x, Ο) == j(x) , Ο ~ χ ~ l. (81) 

Έν σuνεχεCq ~έτoντες t = Ο ε~ς τήν (80) εχομεν 

'" τπχ 
f(x) = Σ D, sin-. 

,= ι 1 (82) 

ΌμΟLως ή (66), ή όποία άπαιτεϊ 
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[
OU (Χ, t)] = (Χ) Ο :S: χ :S: 1 (83) ~ g, - -, 

ut t=O 

ίκανοπο~εCτα~ δ~ά παραγωγίσεως της (80) ώς πρός t καί μετά ~έ­

τοντες t = Ο. To~oυτoτρόπως 
nC Σ"" "rnJι; g(x) = - rC, Sln -
Ι '=1 1 

(84) 

οί συντελεσταί Cr καί Dr δύναντα~ νά πρoσδ~oρ~σ~oϋν έκ της (88) 

καί (84) δ~ά της τεxν~κης των σε~ρων Fourier (βλ. Κεφ. 20). Συν-

επως 

D, = :- f(x) sin - dx 2f' rπx 
Ι ο Ι 

(85) 

καί 

C, = - g(x) sin - dx, 2 f' rπx 
• rπc ο Ι 

(86) 

σπου r = 1,2,3, .... 

τέλος άντ~κα~~στωντες τήν (85) καί (86) εις τήν (80), εχο­

μεν τήν λύσ~ν 

"" {( 2 f' rπx') rπct rπx} u(x, t) = Σ - g(x') sin - dx' sin - sin-
,=1 rπc ο Ι 1 Ι 

+ Σ - f(x') sin - dx' cos -"sin - , "" f(2f' rπx') rπct rπx} 
,-ι 1 ο Ι 1 1 (87) 

σπου έχομεν συμβoλίσε~ δ~ά χ'τήν μεταβλητήν της 

πρός δ~άκρ~σ~ν άπό τήν άνεξάρτητον μεταβλητήν χ. 

όλοκληρώσεως 

Ή μέ~oδoς δ~αxωρ~σμoυ των μεταβλητων δύνατα~ εύκόλως νά έ-

πεκτα~9 εις τήν λύσ~ν της κυματ~κης έξ~σώσεως δύο καί τρ~ων δ~α­

στάσεων 

Μολαταυτα δέν tCva~ πάντοτε εύκολον η έπ~~υμητόν νά λύσωμεν τάς 

έξ~σώσε~ς αύτάς xρησ~μoπo~oυντες σύστημα Kαρτεσ~ανων συντεταγμέ­

-νων. Έπί παραδείγμαη, έάν ή λύσ~ς της κυμαηκης έξωι.)σεως ζη-
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TECTaL tVT6~ μιaς περιox~ς τρι~ν διαστciσεων μt σφαΙΡΙΧfν συμμε­

τρίαν ,τότε ECvaL σuνf-θως προτιμώτερον vci χρησιμοποιfσωμεν σφαι -

ριΧάς σuντεταγμtνας (r,θ,Φ). ΌμΟLως ή λύσις tVT6s περιox~ς μt 

χuλινδριχfν συμμετρίαν εύρίσχεται εύχολώτερον χρησιμοποιουντες 

χuλινδριχciς συντεταγμtνας (r,Φ,Ζ). Ο~ονδfποτε σύστημα σuντεταγμt 

μενων χαί αν tΧλεγ~ ό τελεστfς Laplace V2 nptnEL πάντοτε νά tx­

φρασ-θη cruvaPTfcrEL τ~ν άντιστοίχων σuντεταγμtνων (βλ. Κεφ.9,§9.11 

χαί Κεφ. 13, § 13.8, Τ.1). 

(β) Ή t ξ ί σ ω σ ι.; ς ά γ ω γ ι μ ό τ η τ ο ς -θ ε Ρ μ ό -

τ η τ ο ς • 

Παράδειγμα 5. Bci εϋρωμεν Tfv λύσιν τ~ς έξισώσεως 

02U 10u 
-=--
οχ2 k ο! 

(89) 

ή dKOLa φ-θίνει έx-θετιx~ς ~ETci του t χαί ~xανoπoιε~ Tcis συνορια -

xcis συν-θfχας 

u(O, t) = u(Z, t) = Ο, t!G; Ο, (90) 

u(x, Ο) = f(x), O;a; χ ;a; 1, (91) 

οπου f εΙναι δo-θε~σα συνάρτησις χαί { εΙναι μία στα-θερά. Ύπο-θέ -

τοντες (ώς ε~ς τό Παρciδειγμα 4) μία λύσιν τ~ς μορφης 

u(x, t) = X(x)T(t) (92) 

χαί άντιxα-θιστ~ντες ε~ς Tfv (89), εύΡLσχομεν 

1 dT 

Χ dx 2 kT dt (93) 

''ο-θεν -(JtToVTES 

(94) 

1 dT 2 
--=-w 
kT dt ' (95) 

οπου w εGναι τυχών πραγματικός άρι~μός (τό άρνητικόν πρόσημον 

ε~ς Tfv (95) έξασφαλLζει έx-θετιx~ς φ-θLνοuσαν λύσιν ώς πρός t),ε-

Φ13 
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χομεν 

χ = Α cos wx+B sin wx, (96) 

καL 

Τ = Ce-w2kt
, (97) 

όπου Α,Β καL C εcνα~ αύ~αLρετο~ στα~εραL. Θέτοντες τήν (96) καL 

(97) είς τήν (92) ευΡLσκομεν 

u(x, t) = (Α' cos wx+B' sin wx)e- w2kt
, (98) 

όπου Α' καL Β' εcνα~ νέα~ αύ~αLρετο~ στα~εραL. υ Ινα ~κανoπo~η~oΌν 

α~ συνορ~ακαL συν~ηκα~ (90)~πρωτoν ~έτoμεν χ = Ο είς τήν (98). 

Συνεπως 
(99) 

δ~Όλα τά t. τό όπο[ον συνεπάγετα~ 

Α'=Ο. (100) 

Δεύτερον ~έτoντες χ = e είς τήν (98) εVΡLσκομεν (xρησ~μoπo~oϋν -

τες τήν (100» 

Ο = (Β' sin wl)e- w2kt
, (101) 

ή όΠΟLα όδηγεL είς μή τετρ~μμένας λύσε~ς υπό τήν πρoϋπό~εσ~ν oτ~ 

sin wJ = Ο • (102) . 
υO~εν 

rπ υ 
W=- οπου r=1,2,3 ..• 

1 
(103) 

(ή περίπτωσις r = Ο πάλιν άποκλείεται ωστε νά άπoφευx~~ ό 
, 
εκ 

ταυτότητος μηδεν~σμός της u(x.t». Θέτοντες τάς (100) καL (103) 

είς τήν (98) λαμβάνομεν τήν κάτω~~ άπε~ΡLαν ίδ~oτ~μων καL των άν 

T~aTOLXWV ίδοσυναρτήσεων 

2π ( ι) Β' -4,,2kt/12 • 2πχ 
W2 = ι' U2 χ, = 2e Sln -ι-' 

(104) 

rπ ( t) Β' -r2,,2kt/I' • rπx w, == ι' U, χ, ==,e 81η -ι-' 
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καί οϋτω κα~'έξης· αL Βί. Β2, ... B~ εCνα~ αύ~αίρετo~ στα~εραί. 

Έν συνεxεί~. λαμβάνομεν τόν γραμμ~κόν συνδυασμόν των λύσεων 

(104). ητo~ τήν 

( ) Σ'" Β' -r>,,>kt/I> • rπχ (105) 
U Χ, t = re SlD -

,= 1 Ι 

ώς τήν γεν~κήν λύσ~ν της (89) Lκανοπο~οσσαν τάς συνΟΡLακάς συν­

~ήκας (90). οπου αL στα~εραί Β; πρέπε~ νά έκλεγουν ώστε νά Lκα­

νoπo~oυν τήν άπομένουσαν συνoρ~ακήν συν~ήκην (91). 

·O~εν ~έτoντες t = Ο εLς τήν (105) ~xoμεν 

) Σ'" Β' . rπχ f(x = r SlD ~,' 
,=1 Ι 

(106) . 

έκ της όποίας επεται, χρησιμοποιουντες τήν τεχνικήν των σε~ρων 

Fourier. oτ~ 

Β; = - f(x) SiD - dx. 2ΙΙ rπx 
Ι ο ι 

Ή λύσ~ς της (89) ύπό τάς συνoρ~ακάς συν~ήκας (90) καί (91) 

να~ λo~πόν ή 

( t) Σ'" {(2ΙΙι( ') . rπx' d ,) -r>,,>kt/I> • rπx} u Χ, = - Χ SlD-- Χ e sm- , 
r= 1 1 ο 1 Ι 

(107) 

τ 
ε~-

(108) 

οπου χ' έγράφη ώς μεταβλητή όλοκληρώσεως πρός άποφυγήν συγχύσεως 

μετά της χ. 

·Oμo~α~ παρατηρήσε~ς πρός έκείνας αL όΠΌCα~ ~γ~ναν εLς τό 

τέλος του ΠαραδεΙ:γματος 4 σχετικως μέ τήν λύσ~ν της κυμαπκης έ~ 

ξισώσεως δύο η τριων διαστάσεων ίσχύουν έξ ίσου καί είς τήν έπί-

λυσ~ν των έξ~σώσεων μεταφορας της ~ερμότητoς εLς δύο η τρεΙς δ~α­

στάσε~ς 

καί (109) 

(γ) Ή έ ξ ί σ ω σ ~ ς L a Ρ 1 a c e ε L ς δ ύ ο δ ~ α -

στάσεLς. 

Παράδειγμα 6. θά εϋρωμεν τήν λύσ~ν τ~ς έξ~σώσεως Laplace 



196 

ή όπo~α εCναι περιοδική ώς πρός χ έντός της όρ~oγων~oυ περιοχης 

της όριζομένης ύπό των Ο ~ χ d α, Ο ~y ~ b κα~ ή όπo~α Lκανοποι 

ει τάς συνοριακάς συν~ήκας 

u(x, Υ) = {~ 
υ 

χ=Ο, Ο ;;; Υ ;;; b, } οταν 
υ 

χ=α, o~ y~ b, οταν 
υ y=b, Ο ~x~ α, οταν 

f(x) υ Υ=Ο, 0< χ< α. οταν 

(111) 

Γράφοντες 

u(x, Υ) = χ(χ) Υ(Υ) (112) 

ή (110) γίνεται 

(113) 

'Ό~ε ν ~έτoντες 

..!d
2
X = _W2 (διά πεΡΙΟδικάς λύσεις) (114) 

Χ dx2 

κα~ 

απου w εcναι τυχών πραγματικός άρι~μός, εχομεν 

Χ= Α cos wx+Bsin wx, 

Υ= Ccosh wy+D sinh wy, 

όπου A,B,C κα~ D εCναι αύ~α~ρετoι στα~ερα~. 

Συνεπως ή (112) γίνεται 

(115) 

(116) 

(117) 

u(x,y) = (Α cos wx+Bsin wx)(Ccosh Ivy+D sinh wy). (118) 

Διά νά Lκανοποι~ ή λύσις αύτή τήν πρώτην συνοριακήν συν~ήκην της 

(111) πρέπει νά εχωμεν (~έτoντες χ = Ο) 
0= A(Ccosh wy+D sinh IVY), (Ο ~y ~ b) (119) 

" η 

Α=Ο. (120) 
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ΌμΟLως ή δευτέρα συνOA~ακή συν~ήκη άπα~τεϊ (δ~ά μή τετρ~μμένας 

λύσε~ς) 

sin wα = Ο, 

w=rn όπου r=I,2,3 .... 
α 

(121) 

(122) 

ΌμΟLως ή τρίτη συνoρ~ακή· συν~ήκη της (111) δίδε~ (~έτoντες y=b 

εί.ς τήν (118)) 

ο = (Α cos wx+B sin wx)(C cosh wb+ D sinh wb) (123) 

είς τό ο ~ χ ~ α, η 

C 
-=-tanh wb. 
D 

(124) 

υO~εν ~έτoντες τάς (120), (122) καί (123) ε~ς τήν (118) εύρίσκο-

μεν τό κατωτέρω άπε~ρoσύνoλoν xαρακτηρ~στ~κων τ~μων καL άντ~σΤOί­

χων xαρακτηρ~στ~κων συναρτήσεων 

π ( ) Ε . πχ . h n(b- Υ) 
wl = -, ul χ, Υ = ι Sln - Sln ' 

a a α 

2π . 2πχ. 2n(b-y) 
Wz = -, uz(x, Υ) = ΕΖ sln - stnh ' 

a a a 
(125) 

rn . rnx. rπ(b-y) 
w, = - , u.(x, Υ) = Ε, sln - stnh ' 

a a a 

onou Ει,Ε2, ... Er εcναι αύ~αίρεΤΟL στα~εραί. 

Ώς προηγουμένως λαμβάνομεν γραμμ~κόν συνδυασμόν των μερ~ -

κων αύτων λύσεων 

( ) Σ'" Ε . rπx ·nhrn(b-y) u χ, Υ = , sln - SI 
,=1 a a 

(126) 

ώς γεν~κήν λύσ~ν της (110) ίκανoπo~oυσαν τάς πρώτας τρεϊς συνoρ~ 

ακάς συν~ήκας της (111). Αί στα~εραί Er εις τήν λύσ~ν ταύτην 

πρέπε~ νά έκλεγουν ωστε νά ίκανoπo~oυν τήν τετάρτην καί τελευταί­

αν συνoρ~ακήν συν~ήκην της (111). υO~εν ~έτoντες Υ = Ο ε~ς τήν 
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(126) έχομεν 

}c) Σοο Ε . h rnb . ,πχ, 
Χ = rS1D -SlD-, 

τ=l α α 

έκ της όποίας εύρίσκομεν 

Ε . h rπb 2f αι( ) . rπx d r SlD - = - Χ SlD - Χ. 

α α ο α 

Συνεπως"άνΤLκα%Lστωντες τήν (128) εLς τήν (126) ή τελLκή 

της (110) ύπό τάς συνΟΡLακάς συν%ήκας (111) ECvaL 

Ι 
. rπx 'nh rπ(b - Υ)} SlD- Sl 

00 2 α rπx' α α 
u(x, Υ) = Σ (-f f(x') SiD - dX') , 

τ= 1 α ο α . h rπb sm -
α 

(127) 

(128) 

λύσLς 

(129) 

5που, ~ς xaC πρότερον, ή χ ECvaL ή μεταβλητή της δλoκληρ~σEως. 

παράδειγμα 7. ΕLς τά ΠαραδεCγματα 4 xaC 5 aL συνΟΡLακαί ΤLμαC 

δLά χ = Ο καί χ = ~ έλήφ%ησαν ~ς μηδέν. Έξετάζομεν τ~ρα τήν λύ­

aLV της έξLσ~σεως μεταφορας %ερμότητος 

ύπό τάς συνΟΡLακάς συν%ήκας 

xaC 

U(O,t) = uo, 

u(.f,t) = Ul, 

U(x,O) = f(x), 

t .$.. Ο 

t ..? Ο 

Ο .$.. χ < -f 

5που uo,ul,k xaC f ECvaL δεδομέναL aTa%EpaC ή δέ f(x) 

συνάρτησLς. 

Γράφοντες 

U(x,t) = u(x)+w(x,t) 

xaC άνΤLκα%Lστωντες εLς τήν (130) εύρίσκομεν 

d 2 u 
dx 2 = Ο 

δεδομένη 



και 

a2w -..l.. aW 
aX 2 - k at 
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μετά των συνoρ~ακων συν~ηκων,(άπό τάς (131), (132), (133) καί 

(134) ) 

κα Ι 

υ(Ο) = uo, υ(Ε') = Ul 

w(O,t) = ο, w(e,t) = ο, 
w(x,O) = f(x)-u(x) 

(137) 

t > Ο (138) 

Ο s Χ ~e (139) 

Λύοντες τήν (135) ύπό τάς συνoρ~ακάς συν~ήκας (137) έχομεν 

Χ 
υ(χ) = u O+7(u l -uO)' (140) 

Ή συνάρτησ~ς w(x,t) πρόκε~τα~ νά εύρε~~ τώρα άπό τήν (136) ύπό 

τάς συνoρ~ακάς συν~ήκας (138) και (139). Παρατηρουμεν oτ~ αί συν­

oρ~ακαί αύται συν~ηκα~ εχουν μηδεν~κά εις τά δεξ~ά μέλη και συν­

επως ή λύσ~ς ώς πρός w(x,t) άκoλoυ~εϊ τήν μέ~oδoν του Παραδ. 5 . 

'Ό~εν (συγκρίνοντες μέ τήν (105» 

Σα> -r2 π 2 kt/1 2 • ΓΠΧ 
w(x, t) = . Bre Sln (141) 

r=l 

οπου τώρα 

_-2je 
Br - e ο [f( χ)-υ(χ)] sin r;x dx (142) 

Ι- ( Χ .l . ΓΠΧ 
f x)-uo-e- (ul-uo)J sln-e- dx (143) 

• ΓΠΧ 2 Γ. r ] 
f(x)sln-e-dx+y;- ι(-l) Ul-UO (144) 

., 
οπου 

Ή λύσ~ς της (130) ύπό τάς (131)-(133) πρoκύπτε~ λo~πόν δ~ά προσ­

~έσεως των (140) και (141) οτε λαμβάνομεν τήν u(x,t) αί δέ Br 



διδονται, άπό τήν (144). υ Οταν τά Ul καΙ: Uo ε~ναι, μηδέν ή 

κα~ισταται, ή αύτή μέ τήν (108) του Παραδ. 5. 

24.5. Η Αλλαι Μέθοδοι Έπιλύσεως 

Έκτός της με~όδoυ διαχωρισμοϋ των μεταβλητων τήν όΠΟLαν 

λύσι,ς 

, , 
ανεπτυ-

ξαμεν άνωτέρω, δι,ά τήν λύσι,ν γραμμι,κων μερι,κων δι,αφορι,κων έξι,σώ-

σεων ύπάρχουν και αλλαι, γνωσταΙ: μέ~oδoι,. E~δι,κώτερoν ή μέ.(Jοδος 

μετασχηματι,σμου Laplace (ή όποΙ:α έχρησι,μοποι,ή.(Jη ε~ς τό Κεφ. 23 

δι,ά τήν λύσι,ν συνή.(Jων γραμμι,κων δι,αφορι,κων έξι,σώσεων μέ στα.(Jερούς 

συντελεστάς) δύναται, νά χρησι,μοποι,η.(Jη ε~ς τήν λύσι,ν γραμμι,κων 

μερι,κων δι,αφορι,κων έξι,σώσεων μέ στα.(Jερούς συντελεστάς. Μολαταυτα 

δέν .(Jά άναπτύξωμεν τήν μέ.(Jοδον ταύτην έδω. ΎπεννυμΙζεται, οτι"έν 

γένει" ε~ναι, δύσκολος αν μή άδύνατος ή έΠΙ:λυσι,ς με~ι,κων δι,αφορι,­

κων έξι,σώσεων άναλυτι,κως, καΙ: ατι" έξαι,ρέσει, άπλων περι,πτώσεων , 

αί, άρι,.(Jμητι,καΙ μέ.(Jοδοι, (numerical methods)E~val αί, καλύτεραι" έ­

άν όχι, αί, μόναι"μέ~oδoι, δι,ά τήν εϋρεσι,ν λύσεως πληρoύ~ης δεδομέ­

νας συνορι,ακάς συν.(Jήκας. 

ΠFOΒΔΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 24 

1. Άπαλειφατε τάς αύ.(Jαι,ρέτους συναρτήσει,ς έκ των κατωτέρω,λαμβά 

2. 

νοντες μερι,κάς δι,αφορι,κάς έξι,σώσει,ς των όποΙ:ων αί, 

λύσει,ς εCναι, 

(α) u = f(x+ Υ), (b) u = f(xy), 

(c) u=f(x+y)+U(x-y), (d) u=X"f(yfx). 

γενι,καΙ: 

Ka.(JopLaaTE τό ε~δoς έκάστης των κατωτέρω έξι,σώσεων (ητοι, " αν 

ε~ναι, έλλει,πτι,και, παραβολι,και η ύπερβολι,καL) και εϋρετε τάς 

γενι,κάς αύτων λύσει,ς 



3. M~α συνciρτησ~ς Z~r,t) ~κανoπo~ε~ τ~ν 

σπου c ECva~ μLα στα~ερci. ΕLσciγοντες τήν νέαν έξηρτημένην με­

ταβλητ~ν W = rZ xaL τciς άνεξαρτήτους μεταβλητciς U = r+ct κα~ 
'" , • , ., d2

W 
υ = r-ct αναγαγετε την δ~αφoρ~κην εξ~σωσ~ν ε~ς την dUdU = Ο. 

υO~εν δεLξατε oτ~ ή γεν~κή λύσ~ς Ζ ECva~ της μορφης 

Ζ= U+V, 
r 

οπου ή U ECva~ μ~α αύ~α~ρετoς συνciρτησ~ς του r+ct μόνον xaL 

ή V ECva~ μ~α αύ~αLρετος συνciρτησ~ς του r-ct μόνον. 

4. Έάν ή V = [ΑΓ+(Β/Γ)]Ηθ), σπου Α xaL Β ECva~ στα~εραL, 

νoπo~η τήν έξ~σωσ~ν 

r2 ίJ2y r ίJy + ίJ2 y = Ο 
ίJr2 + ίJr ίJθ 2 ' 

εϋρετε τήν μορφήν της συναρτήσεως f(e). 

(C.U.) 

. 
~κα -

5. Εϋρετε τήν σxέσ~ν μεταξύ των στα~ερων w xaL α ούτως ωστε ή 

V = Αe<ι:' sin (wt+αx)+Be-a:< sin (wt-αx) 

νά άπoτελ~ λύσ~ν της 

οπου Α κα~ Β ECva~ στα~εραL. 

Εϋρετε Α κα~ Β οταν V = 2sint μέ χ = ο δo~έντoς 
α > Ο, κα~ V ~ ο κα~ώς χ ~ 00 • 

υ 

oτ~ 

(L.U.) 

6. Ή συνciρτησ~ς V(x,Y) ~κανoπo~ε~ τήν μερ~κ~ν δ~αφoρ~κήν έξ~σω-

σ~ν 
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'Εάν V = ΧΥ οπου ή Χ έξαρταται μόνον άπό τήν Χ HaL Υ έξαρτα-

Τ ιι ται μόνον άπό τήν Υ καί V = cos2x διά Υ = ο, εϋρετε τήν V 

δι'όλα τά Χ,Υ. 
(L.U.) 

7. Ύπo~έτoντες μLαν λύσιν της μορφης V = X(x)T(t) της έξισώσε-

ως 

εϋρετε τήν V ύπό τάς κατωτέρω συν~ήκας 

(i) V = Ο οταν Χ = f διΌλα τά t. 

(Η) 'dV = -Ce -at όταν Χ = Ο, δι 'όλα τά t,. 
'dx, 

a,C εcναι δο~εLσαι στα~εραί. 
υ 'dV -at ~ 

'Ό~εν δείξατε οτι ax = -Ce cos(c-x)sece διΌλα τά x,t. 

(L.U.) 

8. Ευρετε τήν συνή~η διαφορικήν έξίσωσιν τήν ίκανοποιουμένην υ­

πό της f(r) έάν ή (l/r)f(r)coswt εcναι μία λύσις της έξισώ-

σεως 

οπου w καί c εcναι στα~εραί. 

υO~εν δείξατε ότι ή λύσις της μερικης διαφορικης έξισώ­

σεως εCναι 

u = !(Α cos nr+B sin nr) cos wt, 
r 

οπου n = w/c καί Α,Β εcναι αύ~αίρετoι στα~εραί. Εϋρετε τήν 

έξίσωσιν ή όποία πρέπει νά ίκανοποιηται υπό της w, δo~έντoς 

οτι (i) ή u εcναι πεπερασμένη διά r = Ο διΌλα τά t , (ii) 

'du/'dr = ο διά r = α δι'Ολα τά t, (iii) ή u δέν εcναι 

ταυτότητος μηδέν. 

, 
εκ· 

(L.U.) 



203 

εί,ς τήν περ ι.,οχήν Ο ~ χ ~ α, Ο :;"'Υ ~α μέ V = Ο κατά μηκος 

των γραμμων χ = ο, χ = α, Υ = Ο και.: V = V ο (=στα-θερά) κατά 

μηκος της Υ = 7 ή α ει.,ναι., 

V( ) 4 Vo Σ"" {COSeCh (2τ + l)π . h (2 l)ΠΥ , (2 l)ΠΧ} Χ, Υ = -- Sln r + - Sln r + - . 
Π r=O 2r+1 α α 

10. Ευρετε τήν γενι.,κήν μορφήν των περι.,οδι.,κων λύσεων ώς πρός t 

της έξι.,σώσεως 

Έάν, δι.,ά χ = ο, V = Vosin3t, δεLξατε στι., δι.,ά χ = 1, ή V τα-

λαντουται., μεταξύ (nEPLnOU) !0. 135V O' (L.U.) , 

11. Εϋρετε ολας τάς λύσει.,ς της έξι.,σώσεως 

02Ζ ΟΖ' 
---=Ζ 
οχ2 ΟΥ 

της μορφης Ζ = (Acoskx+Bsinkx')f(y), σπου Α,Β και.: k 

στα-θερα~. Εϋρετε λύσι.,ν της έξι.,σώσεως δι.,ά τήν όΠΟLαν 

οταν χ = ο' Ζ = Ο σταν χ = π Ζ = Χ σταν Υ = 1. 

12. ΔεLξατε στι., ή έξLσωσι.,ς 

(σπου k εGναι., στα-θερά) εχει., λύσει.,ς της μορφης 

'" V = Σ e-kr2t(Ar cos rx+Br sίn rx), 
r=1 

όπου Ar,Br είναL στα~εραί. 

Αί. άρχι.,και.: συν-θηκαι., εGναι., 

2Vox 
V(x, Ο) = -, (Ο ~ χ ~ α/2) 

α 

V(x, Ο) = Ο, (a/2< χ ~ α) 

και.: V(O,t) = V(α,t) = Ο σπου Vo και.: α εGναι., στα-θεραL. 

EGwI., 

Ζ = Ο 
(L.U.) 
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v. 
Εϋρετε τήν μορφήν τη~ σε~ρα~ Fourier ή όπo~α δCδε~ τήν 

(L.U.) 

13. Δε~ξατε οτι ή 

V = Jo (kr) cos (kct+ α) 

εGνα~ λύσ~~ τη~ έξ~σώσεω~ 

οπου k,c κα~ α εGνα~ στα~εραC. (Ή Jo εGνα~ ή συνάρτησ~~ Bes 

sel μηδεν~κη~ τάξεω~' βλ.Κεφ. 22, § 22.3). 

14. Δε~ξατε oτ~ ή 

u(x, t) = A(l-erf+) 
2v (kt) 

εGνα~ λύσ~~ τη~ έξ~σώσεω~ 

02U 1 ou 
οχ2 =k ot' 

οπου Α κα~ k εCνα~ στα~ερα~. (Δ~ά τόν όρ~σμόν τη~ συναρτήσε­

ω~ σφάλματo~ erfx, ιδέ Κεφ. 18, § 18.5). 

15.'Η κατανομή ~ερμότητo~ T(x,t) κατά μηκo~ λεπτη~ ράβδου μήκoυ~ 

α πληρo~ τήν έξ~σωσ~ν 

(t 2: Ο" Ο .s: χ s.. α), 

οπου R εCνα~ στα~ερά, t παρ~στα χρόνον κα~ χ εCνα~ ή άπόστα-
~, 

σ~~ εκ του ένό~ ακρου. Εϋρετε τήν T(x,t) έάν ή ράβδo~ εCνα~ 

μονωμένη ει~ εκαστον ακρον κα~ ή άρx~κή κατανομή δ~δετα~ ύπό 

τη~ 

Τ(χ,Ο) = 2τοcοs2(πχ/α), 

οπου ΤΟ ECvat στα~ερά. Δείξατε ΟΤΙ τελικως ή ράβδος άποκτα ό-

μo~όμoρφoν ~ερμoκρασ~αν Το. (L.U.) 

16. Νά λυ~~ ή έξ~σωσ~~ 



σπου R εcναL στα~ερά,ύπό τάς άκoλoύ~oυς συν~ήκας 

(α) ή θ εcναL πεπερασμένη του t ~ 00 δLά Ο < Χ < α 

(β) θ = 100 διά χ = Ο, t > Ο 

(γ) de/dX = Ο δLά Χ = α, t > Ο 

(δ) θ = 100+sin ;: δLά Ο < Χ < α, t > Ο. 

205' 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 25. 

ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ 

25.1. Είσαγωγή 

M~α των άπλων έφαρμογων του δ~αφoρ~κoυ λoγ~σμoυ εGνα~ ό πρoσδ~o­

ρ~σμ6ς μεγ~στων κα~ έλαx~στων. '6 λoγ~σμ6ς των μεταβολων &σxoλε~ 
τα~ μέ παρ6μo~oν άλλά περ~σσ6τερoν πολύπλοκον πρ6βλημα, τ6 της 

μεγ~στoπo~ήσεως η έλαx~στoπo~ήσεως όλοκληρώματος. 'Ίνα Cδωμεν &κ­

ρ<~βέστερoν τήν σημασ~αν αύτου ~εωρoυμεν τ6 άκ6λoυ~oν άπλουν γεω­

μετρ~κ6ν πρ6βλημα τ6 όΠΟLον ~ά λυ~η άργ6τερον εις τ6 κεφάλα~oν 

αύτ6. -Εστωσαν Ρ(ΧΙ,ΥΙ), Q(X2, Υ2) δύο δo~έντα σημεLα εις σύστη­

μα Kαρτεσ~ανων συντεταγμένων. 'Eπ~~υμoυμεν νά εϋρωμεν τήν έξ~σω­

σ~ν καμπύλης συνδεούσης τά δύο σημεLα κα~ τo~αύτης ωστε ή καμπύ­

λη αύτή περ~στρεφoμένη περ~ τ6ν αξονα των Χ νά σxηματ~ζ~ έπ~φά -

νε~αν έλαx~στoυ έμβαδου. 'Εάν Υ(Χ) εGνα~ τυχουσα καμπύλη συνδέ -

ουσα τά δύο σημεLα κα~ έάν ds εGνα~ ~ν άπε~ρoστ6ν μηκος τόξου, 

τ6τε τ6 έμβαδ6ν 8 της έπ~φανε~ας της παραγομένης δ~ά περ~στρoφης 

της Υ(Χ) κατά 2π &κτ~ν~α περ~ τ6ν άξονα των Χ δ~δετα~ υπ6 της 

'ΕφΌσον τ6 8 εGνα~ μ~α συνάρτησ~ς της συναρτήσεως Υ δ~ά τουτο 

συνή~ως καλεLτα~ συναρτησoε~δές κα~ γράφετα~ 8 [yJ . ώς έκ τούτου 

τ6 πρ6βλημα εcνα~ νά εϋρωμεν μίαν συνάρτησ~ν Υ τo~αύτην ωστε τ6 

συναρτησoε~δές 8[yJ νά εχη έλαx~στην τιμήν. Τψ αντι, αύτό άποτε­

λεC τυπ~κ6ν πρ6βλημα του λoγ~σμoυ των μεταβολων (η της ~εωρ~ας 
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των συναρτησοεLδων) όπου γενLκός σκοπός εcναL ή εuρεσLς των στα-

σίμων ΤLμων όλοκληρώματος ώς πρός συνάρτησLν. Παρ Όλον όμως 

εcναL σχεΤLκως εϋκολον νά ευρωμεν τάς άναγκαLας συν~ήκας rνα 

tI OTL . 
0-

λοκλήρωμα εcναL στάσLμον ώς πρός συνάρτησLν εGναL έν τούΤΟLς πο­

λύ δυσκολώτερον νά δLαμορφώσωμεν ~κανάς συν~ήκας ϊνα στάσLμος TL­

μή εcναL μέγLσΤOν η έ"λάΧLσΤΟν. Εί.ς τό παρόν κεφάλαLον ~ά άσχολη­

~ωμεν μόνον μέ τήν δLαμόρφωσLν άναγκαLας συν~ήκης rνα όλοκλήρωμα 

εχη μέγLστον η έλάΧLστον. 

25.2. Ή Έςίσωσις τοϋ Euler 

Θ τό πρόβλημα τό όποCον ~ά έξετάσωμεν έδω εcναL ή εuρεσLς συναρτή­

σεως Υ ΤΟLαuτης ωστε τό όλοκλήρωμα 

fX2 

I~y] = f(x, Υ, Υ') dx 
χι 

(2) 

νά εcναL στάσLμο~, όπου Υ' = dy/dx. Ύπo~έτoμεν OTL ή συνάρτησLς 

f εcναL παραγωγLσψος συνάρτησLς ώς πρός τάς τρει.ς μεταβλητάς Χ, 

Υ καL Υ', καL OTL Υ = Yl δLά Χ = Xl, Υ = Υ2 δLά Χ = Χ2 σπου Xl, 

Χ2 εcνα~, δo~έντα στα~ερά όΡLα τ~ς όλοκληρώσεως. Ύπo~έσωμεν " OTL 

ή Υ(Χ) εcναL τυχοϋσα καμπυλη δLερχομένη δLά των δύο 

(Xl,Yl),'(X2,Y2) (βλ. Σχ. 25.1) 

Υ 

ο χ 

Σχ. 25.1. 

"Εοτω τώρα μLκρή μεταβολή εί.ς τήν συνάρτησLν Υ ΤΟLαύτη 

Υ(Χ) νά κα~ίσταταL 

Υ(χ)+εη(χ), 

σημεLων 

tI 

ωστε ή 

(3) 

σπου ε εcναL μLα μLκρά παράμετρος καί η(χ) εcναL αύ~αίρετoς συν~ 

άρτησLς ΤΟLαύτη ώστε η(χι) = η(Χ2) = ο. Προφανως, ή (3) παΡLστα 
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άπειρίαν καμπύλων διερχομένων άπό τά ακρα σημεLα (Xl,Yl),(X2,Y2) 

καί έκάστη καμπύλη χαρακτηΡLζεται άπό μίαν συγκεκριμένην τιμήν 

του ε (βλ. Σχ. 25.1). Έάν συμβολίσωμεν μέ 1* τήν τιμήν του (2) 

κατά μηκος αύ~αιρέτως μεταβαλλομένου δρόμου, τότε 

f
X 2 

δΙ = 1* -Ί = {j(x, Υ+εη, Υ' +εη')-Ι(Χ, Υ, Υ')} dx, 
Χ, 

(4) 

οπου οί τόνοι συμβολίζουν παραγώγισιν ώς πρός Χ. Ύπo~έτoντες τώ­

ρα ότι ή συνάρτησις f δύναται νά άναπτυx~~ είς δυνάμεις του ε έ­

χομεν (χρησιμοποιουντες τό άνάπτυγμα Taylor συναρτήσεως δύο μετα­

.βλ ητων) 
'':. 

f
X 2 

δΙ = {j(x, Υ+εη, Υ'+εη')-Ι(χ, Υ, Υ'η dx 
Χ, 

ε2 tI , , 3 
=εΙι +-Ι2+ οροι ως προς ε καί άνωτέρας τάξεως (5) 

21 

tI 

οπου 

11 = ΙΧ2{η ΟΙ +η' ΟΙ,} dx 
Χ, ΟΥ ΟΥ 

(6) 

καί 
(7) 

Συνεπως μέχρι πρώτης τάξεως ώς πρός ε ή μεταβολή δΙ δLδεται 

της 

. , 
υπο 

δΙ= εΙι . (8) 

τό σημεLον της δΙ έξαρταται έκ του σημείου της ε. Δηλαδή, ή τιμή 

του όλοκληρώματος (2) δύναται νά αύξάν~ δι'ώρισμένας 

καί νά έλαττουται δι 'ώρισμένας αλλας. 'Ίνα όμως τό 

μεταβολάς 

όλοκλήρωμα 

εχη άλη~ές μέγιστον 'η έλάχιστον πρέπει ολαι αί μεταβολαί νά έλατ-

τοσνται η αύξάνωνται άντιστοίχως. τουτο δύναται νά έπιτευx~η αν 

έπιβλη~η ή συν~ήκη 

f
X

2( οΙ ΟΙ) ΙΙ = η-+ η'-, dx = Ο, 
Χ, ΟΥ ΟΥ 

(9) 
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ή όΠΟLα, κατόπ~ν όλο κληρώσεως του τελευταLου όρου κατά παράγον­

τας κα~ λαμβανομένου ύπΌψ~ν OΤ~ η(χι) = η(Χ2) = Ο, δLδε~ 

f ""{of - ~ ( Οf,)}η dx = Ο. 
χι ΟΥ dx ΟΥ 

(10) 

Άφου ή η(χ) εGνα~ αύ~αLρετος συνάρτησ~ς, ή (10) πληρoυτα~ μόνον . , 
εαν 

of _~(Of) = Ο 
ΟΥ dx ΟΥ' . 

Αύτή εGνα~ ή έξ~σωσ~ς του Euler ή όπo~α πρέπε~ ~ά πληρoυτα~ 

ή (2) εχη στάσ~μoν τ~μήν. Ύπάρχούν δ~άφoρo~ περ~πτώσε~ς 

(11) 

. , 
εαν 

κατά 

τάς όΠΟLας ή έξ~σωσ~ς Euler δύνατα~ νά άπλoπo~η~~, ώς ~ά Εδωμεν 

κατωτέρω. 

Περίπτωσις Ι. Έάν ή f εGνα~ έκπεφρασμένως άνεξάρτητος της (ήτo~ 

δέν περ~έxε~ τήν) Υ, τότε3fΙ3Υ = Ο κα~ ή (11) γ~νετα~ 

o~oυ c αύ~αίρετoς στα~ερά. 

d(Of) -ο 
dx ΟΥ' 

of 
-=C 
ΟΥ' , 

(12) 

(13) 

Περίπτωσις 2. Έάν ή f εGνα~ έκπεφρασμένως άνεξάρτητος της Υ 

τότε 3fI3y' = Ο κα~ ή (11) γLνετα~ 

of =0 
Ο . 
Υ . 

(14) 

Περίπτωσις 3. Έάν ή f εGνα~ έκπεφρασμένως άνεξάρτητος της χ,τό­

τε xρησ~μoπo~oυντες τ~ν ταυτότητα 

ή (11) δύνατα~ νά γραφ~ 

df = of + Υ' of + Υ" ο! 
dx οχ ΟΥ ΟΥ' 

t(f - ,Of) =0 
d Υ '" , ' χ uy . 

(15) 

(16) 

u. 
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j -Y' oj = C 
ΟΥ' ' 

όπου c εcναι αύ~αCρετος στα~ερά. 

(17) 

τά χατωτέρω παραδεCγματα tπεξηγοΌν τ~ν xρ~σιν τ~~ ~ξισ~σε­

ως τοΌ Euler. 

παρiδειγμα 1. 'Ίνα εύρωμεν τήν στάσιμον τιμ~ν τοΌ 

όπου Α = (0,0), Β = (Π/2, π/2) είς τό ΧΥ-έπίnεδον, 

μεν τ~ν έξCσωσιν Euler (11) χαC λαμβάνομεν 

2χ-2Υ-- 2- =0 d( dY) 
dx dx 

d2 

~+y=x. 
dx 

Έπιλύοντες τήν (20) εύρCσχομεν 

Υ = x+Ccos x+D sin Χ, 

(18) 

χρησιμοποιοΌ-

(19) 

(20) 

(21) 

οπου C χαC D εcναι αύ~αCρετοι στα~εραC. Έχ τοΌ ότι ή χαμπυλ η 

διέρχεται διά των αχρων σημεCων Α(Ο,Ο), Β(π/2, π/2) εύρCσχομεν 

C=D=O. (22) 

Συνεπως ή συνάρτησις ή όποCα xα~ιστα τήν (18) στάσιμον εcναι • η 

Υ=Χ. (23) 

Ή στάσιμος τιμή τοΌ Ι εστω 18' εύρCσχεται δι'άντιχαταστάσεως τ~ς 

(23) εις τήν (18) χαC όλoxληρ~σεως. ΤοΌτο δCδει 

(24) 

= [Χ + X
3
J"/2 = ~ (1 + Π

2

). 
3 Ο 2 12 

(25) 

παράδειγμα 2. Έπανερxόμε~α είς τό πρόβλημα τοΌ tλαχGστου tμβα -

δοΌ τό όΠΟLον άνεφέρ~η εις τ~ν § 25.1. Διά νά ευρωμεν τήν συν-



211 

άρτησιν Υ ή όΠΟLα παράγει στάσιμον τιμήν διά τό 

(26) 

πρωτον παρατηρουμεν οτι ή ύπό όλοκλήρωσιν συνάρτησις εΙναι έκπε-

φρασμένως άνεξάρτητος της Χ. Συνεπως ή έξLσωσις Euler 

νά xρησιμoπoιη~~ ύπό τήν μορφήν (βλ. (17». 

j-y' oj = c ... (Υ' = dY). 
ΟΥ' dx 

Έπειδή f(x,y') = y/(1+y,2), ή (27) γLνεται 

ή όΠΟLα άπλοποιειται εLς τήν 

Ή λύσις της έξισώσεως αύτης εCναι 

Υ = C cosh (; + d ). 

δύναται 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

όπου c xaL d εΙναι στα~εραL προσδιορΙζόμεναι έκ του περιορισμου 

ότι ή (30) διέρχεται διά των ακρων σημεLων (Xl,Yl), (Χ2,Υ2)' Ή 

καμπύλη αύτή καλειται άλυσοειδής (catenary). 

ΠΙΌΒΔΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 25 

1. Ευρετε τήν στάσιμον τιμήν του όλοκληρώματος 

όπου Α καί Β εcναι τά σημεϊα (ο,π) καί (π,Ο) άντιστoίχω~ είς 

τό ΧΥ-έπLπεδον. (LUJ 

2. Ευρετε τήν λύσιν της έξισώσεως του Euler διά τό όλοκλήρωμα 
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όπου Α = (0,0) καί Β = (1,2) ε~ς τό ΧΥ-έπίπεδον. 

3. ΈΠLλύσατε τήν έξίσωσLν Euler δLά τό όλοκλήρωμα 

όπου Α = (0,0) καC Β = (1,1). 

4. ΈΠLλύσατε τήν έξίσωσLν Euler δLά τό όλοκλήρωμα 

δo~έντoς όΤL Υ = ο δLά Χ = Ο καί Υ = 1 δLά Χ = π/2. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 26. 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 

26.1. Όρισμοί 

ΎΠΟ.(Jέσωμεν οη τά Ul,~2,U3""Un εcναι, οροι, μι,ας άκoλoυ.(JΙας.Eί­

σάγομεν τόν τελεστήν δι,αφορας Δ τοι,ουτον ωστε τό άποτέλεσμα της 

ένεργειας του Δ έπί του ur νά όρίζεται, ύπό της 

ΔUr = U,+l- U" 

όπου r = 1,2,3, ... ,(u-l). ''o.(Jεν 

Δuι = U2- Ut, 

ΔU2 = U3- U2, 

(1) 

(2) 

(3) 

και οδτω κα.(J'~ξης. A~ έκφράσει,ς αύταί καλουνται, συνή.(Jως α~ πρ~­

ται, πεπερασμέναι, δι,αφοραί τ~ν Ul ,U2 ,U3, ... ,Un . Κατά τόν αύτόν 

τρόπον αί δεύτεραι, πεπερασμέναι, δι,αφοραί Δ 2u όρίζονται, δι,'έπανα­

λήψεως της πράξεως Δ οδτως ωστε 

Συνεπ~ς 

Δ2Ur = Δ(Δur) = Δ(Ur+Ι-Ur) = (Ur+2 -ur+I)- (ur+l -u,) 

Δ2uι = u3 -2u2 +ut, 

Δ2U2 = U4- 2u3+ U2, 

(4) 

(5) 

(6) 

Άνωτέρας τάξεως πεπερασμέναι, δι,αφοραί ΔUr,ΔUr, ... ,ΔffiUr όρίζον -

ται, κατά παρόμοι,ον τρόπον. 

Έξίσωσι,ς ή όποία έκφράζει, σχέσι,ν μεταξύ πεπερασμένων δι,α­

φoρ~ν ΔUr,Δ2Ur, ... ,ΔffiUr καλειται, δι,αφοροεξισωσι,ς, ή δέ τάξι,ς της 
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έξ~σώσεως εcνα~ Cση πρός τήν της άνωτέρας τάξεως πεπερασμένην 

δ~αφoράν ή όποία περ~έxετα~ εLς τήν έξίσωσ~ν. Έπί παραδείγματ~, . 
α~ 

~-~=~ m 
Δ2u,-3Δu,+2u, = r2, (8) 

Δ3u,+rΔu,+2'u, = Ο, (9) 

εcνα~ παραδείγματα δ~αφoρoεξ~σώσεων αί όΠΟLα~ εcνα~ άντ~στoίxως 

πρώτης, δευτέρας καί τρίτης τάξεως. Ή γεν~κή γραμμ~κή δ~αφoρoε­

ξίσωσ~ς m τάξεως εxε~ τήν μορφήν 

aοΔmU,+aιΔm-ΙU,+a2Δm-2u,+ ... +am_ιΔu,+amUr =f(r), (10) 

σπου f(r) καί αο,αι,α2, ... ,αm εCνα~ δσθεLσα~ συναρτήσε~ς του r. 

Κατ'άναλογίαν πρός τήν όρολογίαν των συνή~ων δ~αφoρ~κων έξ~σώσε­

ων, ή (10) καλεLτα~ όμογενής όταν f(r) = Ο καί μέ στα~ερoύς συν-
, ~I t ,. , ", ..... 

τελεστας οταν α~ αο,αι,α2, ""~ ε~να~ αρ~~μo~ ανεξαρτητo~ της r. 

Παρατηρουμεν ότ~ αί (7) καί (8) εcνα~ δ~αφoρoεξ~σώσε~ς μέ στα~ε­

ρούς συντελεστάς, ένω ή (9) εcνα~ δ~αφoρoεξίσωσ~ς όμογενής μέ με­

ταβλητούς συντελεστάς. 

Αί δ~αφoρoεξ~σώσε~ς δύναντα~ πάντοτε νά γραφουν ύπό μορφήν 

δ~αδox~κων τ~μων του ur ' δ~'άντ~καταστάσεως έκ των όρ~σμων των 
2 

ΔUr ,Δ Ur ,... . 

Έπί παραδείγματ~, xρησ~μoπo~oυντες τήν (1), ή έξίσωσ~ς (7) 

γίνετα~ 

(11) 

ένω,xρησ~μoπo~oυντες τάς (1) καί (4),ή (8) γίνετα~ 

(12) 

(13) 

·Οταν γράφωντα~ ύπό τήν μορφήν αύτήν αί δ~αφoρoεξ~σώσε~ς καλουν­

τα~ άναγωγ~καί σxέσε~ς. Μία πρώτης τάξεως δ~αφoρoεξίσωσ~ς εCνα~ 

λo~πόν άναγωγ~κή σxέσ~ς μεταξύ δύο δ~αδox~κων τ~μων της άκολου -

~ίας, των ur καί Ur+1,ένω μία δευτέρας τάξεως δ~αφoρoεξίσωσ~ς EC-
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26.2. Σχηματισμός Διαφcρoεςισώ:Jεων 

τά άκόλoυ~α παραδεCγματα διασαφηνCζουν τόν σχηματισμόν διαφo~o-

εξισώσεων άπό έκφράσεις α~ όπo~αι όρCζουν τό ur ώς 

της Γ. 

συνάρτησιν 

Παρ)δει γμα 1. 'Εάν 

ur =A4r
, 

(14) 

οπου Α εGναι μCα αύ~αCρετος στα~ερά, τότε 

Ur + l = Α4Γ + Ι = 4ur • (15) 

'Ό~εν ή άπαλοιφή της αύ~αιρέτoυ στα~ερα.ς Α όδηγεί: ε ~ς μ Cαν πρώ­

της τάξεως διαφορεξCσωσιν. Γενικώτερον έάν ή εκφρασις διά τήν ur 
περιέχη m αύ~αιρέτoυς στα~εράς πρέπει νά ίκανοποιϋ μCαν m τάξεως 

διαφοροεξCσωσιν. ΜCα έκτενεστέρα έπεξήγησις δCδεται ε~ς τό κατω­

τέρω παράδειγμα. 

Παρ)δει γμα 2. 'Εάν 

~=A+m~ (1~ 

όπου Α καC Β εGναι αύ~αCρετοι στα~εράι, τότε 

u,+l = Α+Β3'+Ι, (17) 

καC 

(18) 

υO~εν άπαλε~φoντες τ~ν Β άπό τάς (17) καC (18) χρησιμοποιοΌντες 

τήν (16) εχομεν 

U = Α+3'+Ι -'-- = 3u -2Α {
u -Α} 

,+ ι 3'" 

καC 

U = Α+3' - -'-- = 9u -8Α. +?{U -Α} 
r+2 3r ' 

Τελικως άπαλεCφοντες τ~ν Α έκ των (19) καC (20) λαμβάνομεν 

U,+2-4u,+1 +3~ = Ο. 

(19) 

(20) 

(21) 

Συνεπως ή (16) ή όποCα περιέχει δύο αύ~αιρέτoυς στα~εράς πρέπει 



216 

vci ~χανΟΠΟL~ μCαν δευτ~ρας τciξεως δLαφορσεξCσωσLν. 

ΠρέπεL vci ECvaL ηδη σαφές OTL, οπως άΧΡLβως ε~ς Tcis συν-

ή~εLς δLαφΟΡLχciς έξLσώσεLς, ή γενLχή λύσLς μLας m τciξεως γραμμL­

χης δLαφοροεξLσώσεως πρ~πεL vci πεΡL~χη m αύ~αLρ~τους crTa~EPcis. 

26.3 ο Έτιίλιχπς ΔΙαψq:)oεςισώ:πων 

Ή πρώτη μορφή έξ~σώσεως τήν όποCαν ~ci έξετciσωμεν ECvaL ή όμο­

γενής γραμμLχή πρώτης τάξεως 

Ur+l-arUr = ο, 

οπου αΓ εCναL δo~ε~σα συνάρτησLς της Γ. 

φεταL 

Θ~τoντες r = 1,2,3, ... ε~ς τήν (22) ~χoμεν 

U2 = alul, 

U3 = α2ι,ι2 = a 2a l u l , 

U4 =a3U3 = a 3a2a l Ul, 

_-Ι 

Ur = C Παρ. 
ρ=l 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

ypci-

(27) 

υ Ινα έΠLλύσωμεν τήν μή όμογενη γραμμLχήν πρώτης τάξεως έξCσωσLν 

Ur+l-Qrur = b" (28) 

οπου αΓ xaL br ECvaL δo~εϊσαι συναρτήσεις ώς πρός r, 

τήν γενLχήν λύσLν της (28) ώς 

όρCζομεν 

Ur = vr+w" 

οπου υΓ εCναL ή γενLχή λύσLς της όμογενοϋς έξLσώσεως 

υΓ+ι-αΓυ, = Ο, 

xaC οπου wr εCναL ή μεΡLχή λύσLς της μή όμογενους έξLσώσεως 

(29) 

(30) 

w;+l -arw, = b,. (31) 

('Η μέ~oδoς αύτή εcναL ή αύτή μέ τήν χρησLμΟΠΟLη~ε~σαν δLά τήν 

έπCλυσLν συνή~ων γραμμLχων δLαφΟΡLχων έξLσώσεων' βλ. Κεφ. 21, 

§ 21.4). τά xατωτ~ρω παραδεCγματα έπεξηγουν τάς με~όδoυς αύτάς. 



παράδειγμα 3. υ Ινα έπ~λύσωμεν τήν όμογενη έξ~σωσ~ν 

γράφομεν 

καί ούτω κα~·έξης. 

Συνεπως 

u,,+1-4rU, = Ο, μέ U1 = 2, 

U2 = 4U1. 

U3 = 42 . U2 = 42 . 4 . U1, 

"4 = 43 . "3 = 43 . 42 . 4U1. 

Ρ=Γ-Ι 

=2 Π 4 P=2(4[r(r-l)]/2). 
ρ=Ι 

παράδειγμα 4. 'Ίνα έπLλύσωμεν τήν μή όμογενη έξ~σωσ~ν 

Ur+1-2ur = r 

xρησ~μoπo~oυμεν τήν (29) στε λαμβάνομεν τήν όμογενη 

Vr+l -2vr = Ο, 

καί τήν μή όμογενη έξ~σωσ~ν 

Wr+1-2wr = r. 

Ή γεν~κή λύσ~ς της (38) εcνα~ έκ της (27) 

vr =v l 2
r- l , 
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(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

σπου υ1 εcνα~ αύ~α~ρετoς. υO~εν ή λύσ~ς της (37) έξαρτατα~ άπό 

τήν δυνατότητ~ νά εϋρωμεν μ~αν λύσ~ν της (39). υ Ινα έπ~τύxωμεν 

τουτο χρησ~μΟΠΟ~Qυμεν δoκ~μαστ~κήν λύσ~ν της μορφης 

Wr = rx+Pr, (41) 

όπου αί α καί β ~ά πρoσδ~oρ~σ~oυν ωστε ή (41) νά ίκανoπo~~ τήν 

(39) δ~Όλα τά Γ. Άντ~κα~~στωντες τήν (41) είς τήν (39) εύρ~σκo 

μεν 

(rx+P(r+ 1»-2(rx+Pr) = r. 

ή όποία δίδε~ δ~ά συγκρίσεως των συντελεστων 

β-α=Ο, (συντελεστής του rO), 

-β=l, (συντελεστής του r). 

(42) 
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·Ο6εν α = β = -1 xaC ~ς tx τ06του 

w, == -(1 +r). 

Συνεπως ή λύσ~ς της (37) εcνα~ 

u, = vt2,-t-(I+r). 

Έάν tπ~προσ6έτως δ06η σΗ Ul = c, τότε έκ της (411-) 

c=v l -2. 

xaC tξ αύτης 

(43) 

(44) 

(45) 

·οπως άκρ~βως μέ τάς μή όμογενεlς δ~αφoρ~κάς tξ~σώσε~ς παρατηρου, 

μεν oτ~ ή λύσ~ς μ~ας μή όμογενους δ~αφoρoεξ~σώσεως έξαρτατα~ 

oύσ~αστ~κως άπό τήν tκλογήν καταλλήλου δoκ~μαστ~κης συνα~~ήσεως 

δ~ά τήν μερ~κήν λύσ~ν. ΈπC τ~ βάσε~ πεCρας ή έκλογή εcνα~ εύκο­

λος δ~'άπλας έξ~σώσε~ς xaC παρ Όλον oτ~ ύπάρxε~ μCα tναλλακτ~κή 

μέ60δος ή όποCα 6έν άπα~τε~ δoκ~μαστ~κήν συνάρτησ~ν δέν εxε~ xaC 

μεγάλην σημασCαν έδω. 

Έν σuνεχεC~, έρχόμε6α ε~ς τήν δευτέραν μορφήν δ~αφoρoεξ~ -

σώσεως ή όποCα εcνα~ καί ή τελεuταCα πρός συζήτησ~ν ε~ς τό παρόν. 

Άύτή ECva~ ή δευτέρας τάξεως έξCσωσ~ς μέ στα6ερ06ς συντελεστάς 

(46) 

όπου αο ,al ,α2 εcνα~ άρ~6μoί άνεξάρτητo~ της r xaC f(r) εcνα~ δο-

6ε~σα συνάρτησ~ς του Γ. ·οπως άκρ~βως μέ τήν πρώτης τάξεως έξC­

σωσ~ν, ή γεν~κή λ6σ~ς της (46) όρCζετα~ ύπό της 

u, = v,+w" (47) 

όπου ~ εGναι ή γενική λύσις της όμογενοϋς έξισώσεως 

αου,+2+αιυ,+ι +a2V, = Ο. (48) 

xaC wr ECva~ μCα λύσ~ς της μή όμογενους έξ~σώσεως 

aOw,+2 +atw,+t +a2w, =/(r). (49) 

Όμoγ~νε~ς έξ~σώσε~ς της μορφ"ς (48) δύναντα~ πάντοτε νά λυ60υν 

δ~ά των με6όδων α~ όπo~α~ άκoλoυ60ϋντα~ ε~ς τά κατωτέρω TpCa πα-

ραδείγματα. 

παράδειγμα 5. ·Ινα tπ~λ6σωμεν τήν 
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U,+2 -5u'+l +6u, = Ο (50) 

.\Ίέτομεν ur = xr κα ~ λαμβάνομεν 

,χ"+2-5Χ"+Ι+6χ' = Ο (51) 

" η 
Χ'(χ2 -5Χ+6) = Ο. (52) 

υΟ.\Ίεν ύΠΟ.\Ίέτοντες χ r ο, ή (50) άνάγετα~ είς δευτερoβά.\Ίμ~oν έξ{­

σωσ~ν ώς πρός χ μέ ρίζας χ = 2 κα~ χ = 3. 

Συνεπως αί 

U, = 2' καΙ: u, = 3' (53) 

ε~να~ άμφότερα~ δυναταί λύσε~ς της (50). Ή γεν~κή λύσ~ς εcνα~ 

αύ.\Ία~ρετoς γραμμ~κός συνδυασμός των λύσεων αύτων της μορφης 

Ur = Α2' + Β3', (54) 

όπου Α καΙ: Β ε~να~ αύ.\Ία~ρετo~ στα.\Ίερα~. Αύτό εcνα~ σύμφωνον καΙ: 

μέ τήν συν.\Ίήκην oτ~ ή λύσ~ς μ~ας δευτέρας τάξεως έξ~σώσεως πρέ­

πε~ νά περ~έxη δύο αύ.\Ία~ρέτoυς στα.\Ίεράς. Αί Α καΙ: Β όρΙ:ζoντα~,βε-

βαίως,όταν δο.\Ίουν τ~μαί είς δύο τυχόντας ορους της 

ur ' έστω τούς Ul κα~ U2. 

Παράδειγμα 6. υ Ινα έπ~λύσωμεν τήν 

U,+2-4u,+l +5ur = Ο 

πάλ~ν .\Ίέτομεν ur = xr κα~ λαμβάνομεν τήν έξίσωσ~ν 

χ2 -4χ+5 = Ο. 

Έπε~δή ή (56) δίδε~ χ = 2 ! i γράφομεν 

2+~ = Re
iO 

.. } 

2-ι = Re- IO, 

., 
οπου 

R = ..)5, sin θ = )5' cos θ = ]5' 

Συνεπως αί δύο δυνατα~ λύσε~ς τ"ς (55) εΙνα~ 
ζ' 

U, = (.J5eiOy = 5'/2 (COS rθ+ ί sin rθ), 

άκoλoυ.\Ί~ας 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 
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(60) 

Ή γενικ~ λ~σις τ~ς (55) ε~ναι α~θαίρετoς γραμμικός συνδυασμό~ 

των (59) καί (60) της μoρφ~ς 

Ur = A5r/2 (cos rθ + ί sin rO) + Β5 r/2 (cos rθ - ί sin rθ), 

οπου Α και Β ε~ναι α~θαιρετoι σταθεραΙ. 

Ή άνωτέρω γράφεται άνετώτερον ώς 

Ur = 5rI2{C cos rθ+D sin rθ}. 

όπου C καί D ε~ναι νέαι α~θαίρετoι σταθεραί. 

παράδειγμα 7. E~ς μέρικάς περιπτώσεις, οπως διά τήν έξίσωσιν 

(61) 

(62) 

ur+2-6ur+l +9ur = Ο; (63) 

ή άντικατάστασις ur = x r όδηγει ε~ς δευτεροβάθμιον έξίσωσιν μέ 

Cσας ρίζας. Έπί παραδείγματι, ή (63) γίνεται 

χ2 -6Χ+9 = ο, 
ή όποία δίδει χ = 3 (διπλη ρίζα). 

(64) 

·Οθεν λαμβάνομεν μόνον μιαν άνεξάρτητον λ~σιν της (63), δη-

λαδή τήν ur = 3r . Συνεπως, όπως ε~ς τάς διαφορικάς 

προσπαθουμεν νά εϋρωμεν μίαν αλλην λ~σιν γράφοντες 

έξισώσεις, 

(ι '1' ' ..... 
οπου Ur ειναι συναρτησις της Γ. 

Άντικαθιστωντες ELS τήν (63) εύρίσκομεν 

υΓ+2-2υΓ+Ι +Vr = Ο, 

της όποιας ή λ~σις ε~κόλως εύρισκεται ότι ε~ναι 

v,=Ar+B, 

όπου Α καί Β εGναι α~θαίρετoι σταθεραί. 

(65) 

(66) 

(67) 

·Οθεν ή γενική λ6σις τ"ς (63) εGναι (χρησιμοποιουντες τήν 

(65» 

U,= (Ar+ Β)3', 

ή όποία περιέχει τόν όρθόν άριθμόν αύθαιρέτων σταθερων. 

Πράγματι ό άναγνώστης δύναται ε~κόλως νά έπαληθε~σ~ 

έάν μία όμογενής δευτέρας τάξεως διαφοροεξίσωσις όδηγη ELS 

(68) 

. 
οτι 

δευ-



τεροβά~μLον έξίσωσLν μέ ισας ρίζας, εστω·χ = c, τότε ή 

λύσLς εCναL πάντοτε 

Ur = (Ar+B){. 
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γενLκή 

(69) 

('ο αύτός παράγων έμφανίζεταL εις παρομοίας πεΡLπτώσεLς κατά τήν 

λύσLν συνή~ων γραμμLκwν δευτέρας τάξεως δLαφΟΡLκwν έξLσώσεων μέ 

στα~ερoύς συντελεστάς). 

ΤελLκwς τό κατωτέρω παράδεLγμα έπεξηγε~ τήν μέ~oδoν έΠLλύ­

σεως μή όμογενοϋς έξLσώσεως δευτέρας τάξεως μέ στα~ερoύς συντε -

λεστάς. 

παι:άδειγμα 8. 'Ίνα λύσωμεν τήν 

Ur+2- 4ur+l +3ur = 1, 

γράφομεν Ur = ur+wr ώς εις (47) καΙ: λαμβάνομεν 

Vr+2 -4V.+l +3Vr = Ο, 

κα ί 

(70) 

(71) 

(72) 

Συμφώνως πρός τό ΠαράδεLγμα 5, ή λύσLς της (71) εύκόλως φαίνεταL 
cι ,. t 

OTL εLναL η 

Vr = Α3' +Blr = Α3' +Β. (73) 

Ή λύσLς τ~ς (72) &παLτε~ καί πάλLν τήν χρ~σLν δΟΚLμασΤLκης συν­

αρτήσεως. Θέτοντες 

W, = rxr, (74) 

καί άνΤLκα~Lστwντες εις τήν (72) καί συγκρίνοντες τούς συντελε -

στάς, εύρίσΚQμεν 

α= -1. 

υO~εν μία λύσLς τ~ς (72) (ή όποία καί μόνον έπαρκε~) εCναL 

r 
wr = -2' 

Συνεπως ή γενLκή λύσLς της (70) εCναL 

(75) 

(76) 

Ur = Α3' +Β-!:. (77) 
2 

·Οπως εις τάς μή όμoγενε~ς πρώτης τάξεως έξLσώσεLς, ή όρ~ή έκ-
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λογή δoκ~μαστ~κης συναρτήσεως δ~ά τήν εϋρεσ~ν μερ~κης λύσεως EC­

να~ είς μεγάλον βα~μόν ζήτημα κo~νης λoγ~κης κα~ πε~ρας. 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 26 

1. Λύσατε τάς έξ~σώσε~ς ύπό τάς δεδομένας άρx~κάς συν~ήκας 

(α) u'+2-5u'+l+6u,=0, ut=l, u2=3. 
( β) U,+2 -2u'+l +4u, = Ο, Ul = 1, U2 = 2. 
(γ) 4U'+2-4u,+t+u,=2'. 
(δ) u,+l-3u, = 4' +r. 

2. Δε~ξατε oτ~ ή ur = 4r /6 εcνα~ λύσ~ς της δ~αφoρoεξ~σώσεως 

U,+3 -6U'+2 + llu,+t-6u, = 4', 

καL εϋρετε τήν γεν~κήν λύσ~ν. 

3. Δε~ξατε oτ~ ή γεν~κή λύσ~ς της άναγωγ~κης σχέσεως 

un-2(cosh α:)un-ι +Un -2 = Ο 

.δύνατα~ νά γραφ~ ~ς 

οπου Α καί Β ε~ναι αύ~αίρετoι στα~εραί. 

Δε~ξατε oτ~ ή n τάξεως όΡLζουσα 

Δ.= k 
1 
Ο 

1 Ο 

k 1 
1 k 

Ο 

Ο 

1 

1 k 1 
Ο 1 k 

(οπου k = 2cοshα) Lκανοπο~εL τήν άναγωγ~κήν σxέσ~ν. 

'Aπoδε~ξατε οη 

Δ _ sinh (n+ 1)α: 
n- sinhα: • 

4. 'Εάν Uo !ul !UZ! ••• Lκανοπο~η τήν άναγωγ~κήν σxέσ~ν 

'U,+2-2α:ur+ι + ~2+λ2)u, = Ο, 
'. 

(C.U.) 

(r = Ο!l! ••• ) κα~ Uo = ο! ul = 1! άπoδε~ξατε oτ~ δ~ά λ > Ο 



Εϋρετε τόν άντ~στo~xoν τύπον δ~ά τό un ' ύπoκε~μενoν εLς τ~ς 

αύτάς άρx~κάς συν~ήκας, οταν λ = Ο. (L.U.) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 27. 

ΑΠΛΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΤΙΚΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

27.1. Είδη όλοκλ'rΡωτικων έEια.ιXJεων 

E~ς ώρι,σμένα προβλήματα δέν εcναι,άσύνηθες νά συναντήσωμεν. έξι,­

σώσει,ς ε~ς τάς όΠΟLας ή αγνωστος συνάρτησι,ς έμφανLζεται, ύπό τό 

σύμβολον του όλοκληρώματος. Τοι,ούτου είδους έξι,σώσει,ς καλουνται, 

όλοκληρωτι,καL έξι,σώσει,ς καL εcναι, συνή~ως δύσκολον νά λυ~oυν 
, 
α-

ναλυτι,κως. Δύο σπoυδα~α είδη όλοκληρωτι,κων έξι,σώσεων τάς 
. , 
οποι,ας 

~ά έξετάσωμεν κατωτέρω εcναι, α) ή γραμμι,κή όλοκληρωτι,κή έξLσωσι,ς 

του πρώτου είδους όρι,ζομένη ύπό 

f(x) = Ι: Κ(Χ, y)u(y) dy, (1) 

καί β) ή γραμμι,κή όλοκληρωτι,κή έξίσωσι,ς του δευτέρου είδους όρι,­

ζομένη ύπό 

u(x) =Ι(Χ)+λΙ: Κ(χ, Y)U(y) dy, (λ=σTα~ερά) (2) 

Εις άμφοτέρας τάς έξι,σώσει,ς~u εcναι, ή αγνωστος συνάρτησι,ς ένω αL 

συναρτήσει,ς f(x), Κ(Χ,Υ) καL τά ορι,α όλο κληρώσεως α καΙ: b ύΠΟΤL­

~ενTαι, γνωστά. Ή συνάρτησι,ς Κ(Χ,Υ) καλε~Tαι, πυρήν της έξι,σώσεως. 

Δι,άφοροι, ε~δι,καί μορφαί της (1) καL ( 2) εcναι, γνωσταί μέ 

ε~δι,κά dνόματα. ΈΠL παραδείγματΙ." έάν α καL b εcναι, σTα~εραί, ~ 

(2) καλε~Tαι, έξLσωσι,ς του Fredholm καL καλεϊται, όμογενής 
, , 
εαν 

f(x) = ο, ένω έάν α = Ο, b = Χ (ήτοΙ., μεταβαλλόμενα όρι,α όλοκλη -
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ρώσεως) ή ('2) καλετ,ται, εξ~σωσι,ς του Volterra (πάλι,ν όμογενής έάν 

f(x) =,0). 'Έάν ομως ε~ς τάς (1) κα~ (2) τό α η τό b η άμφότερα 

ECvaL απειρα η έάν ό πυρήν Κ(Χ,Υ) γίνεται απειρος εις τήν περιο-

χήν όλοκληρώσεως ή εξίσωσι,ς καλετ,ται, ~δι,άζoυσα καί ε~δι,καί τε­

χνι,καί ECvaι, άναγκατ,αι, δι,ά τήν λύσι,ν αύτης. 

ΔΙν ECvaι, δυνατόν ε~ς τό civci χετ,ρας νά ε~σέλ~ωμεν ε~ς τήν 

γενι,κήν ~εωρίαν των δι,αφόρων ε~δων έξι,σώσεων ciλλά τά κατωτέρω 

παραδείγματα δι,ευκρι,νίζουν μερι,κάς μ~~όδoυς εύρέσεως ciκρι,βων λύ­

σεων άπλων τι,νων εξι,σώσεων. Πάντως ό ciναγνώστης πρέπεΙ., νά εχη ύπ' 

οψι,ν του ότΙ., α~ άπλατ, αύται μέ~oδoι, ECvaι, κατ'άνάγκηΥ περι,oρι,στ~ 

καί κα~ ότΙ., όταν ciντι,μετωΠΙζωμεν όλοκληρωτι,κήν έξ~σωσι,ν ε~ς τήν 

πρ5ξι,ν μια ciρι,~μητι,κή μΙ~oδoς ECvaι, συνή~ως ~ καλυτ~ρα, εάν οχ Ι., 

ή μόνη,μέ~oδoς εύρέσεως λύσεως. 

27.2. Μερικαί Μέ-θ050Ι Έπιλύσεως 

παράδειγμα 1. 'Όταν ό πυρήν Κ(Χ,Υ) δύνατα~ νά γραφη ώς 

Κ(Χ, Υ) = g(x)h(y), (3) 

οπου g(x) και h(y) ECvaι, άντι,στοιχως συναρτήσει,ς του χ μόνον 

καί του Υ μόνον, ~ έξίσωσι,ς Fredholm δύναταΙ., νά λυ~~ κατά τρόπον 

άπλουν. τουτο προκύπτεΙ., έάν ~έσωμεν τήν (3) ε~ς τήν (2) κα~ λά­

βωμεν ύπΌψι,ν ότΙ., ή g(x) ECvaι, στα~ερά όσον ciφορα τήν όλοκλήρω -

σι,ν ώς πρός Υ' Επομένως δύναταΙ., νά έξαx~~ έκτός του 

της όλοκληρώσεως καί εχομεν 

συμ βόλου 

u(x) =f(x)+ λg (Χ) ι: h(y)u(y) dy. (4) 

'Ό~εν επει,δή 

ι: h(y)u(y)dy=C (=στα~ερά), (5) 

εχομεν τήν λύσι,ν 

u(x) = f(x) + λCg (χ). (6) 

Ή τι.,μή της C δύναταΙ., νά εύρε~ζ! ~έτoντες τήν (6) ε~ς τήν (5). 

Ώς παράδει,γμα της με~όδoυ αύτης ~εωρoυμεν τήν έξίσωσι,ν 
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Χ 1fl u(x) = cosh χ--+- xyu(y) dy 
2 3 ο 

ή όποία ευκόλως φαίνετα~ oτ~ εxε~ τήν λύσ~ν 

" οπου 

χ Cx 
u(x) = cosh χ--+-, 

2 3 

C=f:YU(y)dY. 

'ΌiJεν έκ των (8) καί (9) εχομεν 

Ιι ( Υ CY) C = ο Υ cosh Υ-2:+3 dy, 

ή όποία άπλoπo~oυμένη δίδε~ 

Συνεπως 

C= 15_ge- l
• 

16 8 

u(x)=coshx--+ ---- χ χ (5 3e- l
) 

2 16 8 

= cosh x-~(1+2e-l)x. 
16 

παράδειγμα 2. Ή όμογενής έξίσωσ~ς του Fredholm 

Ι
Π/2 

u(x) = λ ο sin χ sin yu(y) dy 

εxε~ λύσ~ν μόνον δ~'ε~δ~κήν τ~μήν τ~ς λ. "Ινα ε~ρωμεν τό λ 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

: (14) 

xαρακτηρ~στ~κήν τ~μήν) καL τήν άνΤLστο~χον λύσ~ν u (τήν χαρακτη­

ρ~στ~κήν συνάρτησ~ν) γράφομεν 

Ι
Π/2 

u(x) = λ sin χ ο sin yu(y) dy = Cλ sin χ, (15) 

" οπου 

Ι
Π/2 

C = ο sin yu(y) dy. (16) 



227 

·Ο6εν 6~τoντες τ~ν (15) ε~ς τ~ν (16) ~xoμεν 

C = Cl sin2 Υ dy = -Ι
Π/2 Cπλ 

ο 4 
(17) 

ή όπo~α, ύποτι..6εμένου ση C =1= Ο, δ~δει λ = 4/π. Ή άνηστοιχουσα 
λύσις είς τ~ν τιμήν λ εCναι (έκ της (15)) 

u(x) = Α sin χ, (18) 

όπου Α ε~ναι αύ~αίρετoς στα~ερά. 

παράδειγμα 3. Ή έξ~σωσις του Volterra δύναται μερικάς φοράς νά 

μετασχηματισ6Q ε~ς μ~αν συν~6η διαφορικήν έξ~σωσιν ή όπo~α δύνα­

ται νά λυ6Q εύΚΟλώτερον άπό τήν όλοκληρωτικήν έξ~σωσιν. Ώς πα­

ράδειγμα, εστω ή έξ~σωσις 

u(x) = 2X+4f: (y-x)u(y) dy. (19) 

Τότε παραγωγ~ζoντες ώς πρός χ χρησιμοποιουντες τάς με6όδους του 

Κεφ. 15, § 15.2 (έξ~σωσις (16)), εχομεν 

~u(x) = 2+4[{(y-X)U(y)} -fX u(y) dY], 
dx Υ=Χ ο 

(20) 

= 2-4f: u(y) dy. (21) 

Παραγωγίζοντες κα~ πάλιν λαμβάνομεν 

d2 

-2U(X) = -4u(x), 
dx (22) 

ή όπo~α εχει λύσιν 

u(x) = Α cos 2χ+Β sin 2χ, (23) 

σπου Α κα~ Β εCναι στα6ερα~. Αί τιμαί των στα6ερων αύτων δύ­

νανται νά εύρε60ϋν δι'άντικαταστάσεως της (23) ε~ς τ~ν (19) καί 

όλοκληρώσεως. Τοιουτοτρόπως εύρ~σκoμεν Α = Ο κα~ Β = 1. Συνεπως 

άπό τήν (23) ή λύσις της (19) εcναι 

u(x) = sin 2χ. (24) 

παράδειγμα 4. Ό μετασχηματισμός Laplace (βλ. Κεφ. 23) καί τό 
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συνελLΚΤLκόν ~εώρημα δo~έν εις τό Κεφ. 23, Πρόβλημα 5, 

μεύουν εις τήν λuσLν της εξLσώσεως του Volterra 

u(x) =!(Χ) +λ ι: Κ(Χ, Υ) u (Υ) dy 

οταν ό πυρήν εχη τήν μορφήν 

Κ(χ, Υ) = g(x-y). 

χρησL-

(25) 

(26) 

ΠρciγμαΤL λαμβciνοντες τόν ~ετασχημαΤLσμόν Laplace τ~ς (25) μέ πυ­

ρηνα δLδόμενον ύπό της (26) και χρησLμΟΠΟLοuντες τό συνελLΚΤLκόν 

~εώρημα 

L{f: g(x- y)u(y) dY} = g(P)ii(p), (27) 

εχομ εν 
α(Ρ) =](ρ)+λΒ(ρ)α(ρ), (28) 

" η 

α(Ρ) = Λ~) . 
Ι-λΒ(Ρ) 

(29) 

Συνεπως άνΤLστρέφοντες 

U(X)=L- l { ](ρ) }. (30) 
Ι-λΒ(Ρ) 

Εις ώΡLσμένας άπλας εξLσώσεLς ή άνηστροφή εCναL εύκολος. Έπι 

παραδειγμαΤL, εciν 

τότε, xaTci τήν (28), 

U(x) = χ+ ι: u(y) sin (χ- Υ) dy 

_ 1 ii(p) 
U(P)=2+-Z-' 

Ρ Ρ +1 

(έπεLδή L{x} = 1/ρ2 και L{sinx} = 1/ [ρ2+1] ). 'Άρα 

α(Ρ) = l+.!. 
ρΖ ρ4 

Αύτή εύκόλως άνΤLστρέφεταL καί δίδεL 

χ3 

u(x}= χ+-
6 

--ώς λύσLν της (31). 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 
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ΠΡΟΒΔΗΜΑΤΑ ΚΕΦ. 27 

1. Λύσατε τήν έξίσωσ~ν 

u(x) = 1+ ι: u(y) dy. 

2. ΔLά δ~αxωρ~σμoυ του πυρηνος έπ~λύσατε τήν έξίσωσ~ν 

u(x) = sin χ+ SΣα:> e-a(x+y)u(y) dy, 

οπου α ECva~ πραγματ~κή στα~ερά καί δε~ξατε oτ~ ή λύσ~ς δέν 

~σxύε~ οταν α = Ο καί α = 1/2. 

3. Εϋρετε τάς ~δ~oτ~μάς καί ~δ~oσυναρτήσε~ς των ακόλoύ~ων έξ~­

σώσεων 

(α) U(Χ)=λf~ι (x-y)2u(y)dy, 

( β) u(x) = λ f:~OS2 (Χ+ Υ) u (Υ) dy. 

4. Xρησ~μoπo~oυντες τόν μετασxηματ~σμόν Laplace καί τό συνελ~­

κτ~κόν ~εώρημα, έπ~λύσατε τήν έξ~σωσ~ν 

u(x) = sin 2Χ+ ι: u(x-y) sin Υ dy. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ 

Προβλήματα Κεφ. 15 

1. (α) -e- x/(2x), (b) [4/(3x)][.J(1+8x4 )-.J(1+x4
)]. 

Προβλήματα Κεφ. 17 

1. (α) 33
2 ,(b) -2. 

2. (i) - 2Ν ,(ίί) -19. 

3. 1. 

Προβλήματα Κεφ. 18 

1. Γ(4'1) = 6'810, Γ( -3'9) = 0'492. 

Προβλήματα Κεφ. 19 

1. (α) 1-178, (b) 1'060, (c) 0·658, (ά) 0'028, (e) 1'202, (f) 5·403. 

2.0'600. 

3. 3·54. 

4. 0'1249, (ά κρ L βή ς τιμ ή 0'1250). 

Προβλήματα Κεφ. 20 

3. 1 {sinh π + Σ ( -1)' sinh ~ cos rx 
π 2 Γ=1 1+r 

+ Σ [1-( -1)' cos~ π]r sin rx}. 
Γ=1 1+r 

7. ~ Σ {1-(π+ 1)( _1y}sin rx. 
π Γ=1 r 

9. (i) Σ (2 sin (~π/2) _l( - 1)') sin rx. 
Γ= ι πr r 

(ίί) 3π + Σ ~[cos (rπ/2) -1] cos rx. 
8 Γ= 1 πr 

12 4 Σσο (sin (rΠ/2)) . 
• - 2 sln rx. 
π Γ= ι r 



Προβλήματα Κεφ. 21· 

1. (α)Υ=2Χ+1, 
(b) Χ\3Υ-2) = 4, 
(c) Υ = 2xj(Cx2 + 1), 
(d) t(x+2y)- 245 10g. (5Χ+ lΟΥ+ 13) = x+C, 
(e) Υ = [(sin x)jx]-cos χ-(πΙχ)· 

2. (i)y=t(X+l)5+(x+1)3, 
(ii) Υ = (Ax+B)e- 2x +t+t sin 2χ. 

3. (i) Υ = [x 2j(x+1)](x2-3x+C), 
(ίi) Υ = Ae-2X+Be-x+e-X(!x2_x). 

4. (ί) Υ = e3X(A cos χ+Β sin x)+2-!e2X, " 

(ίί) =(X+1\~_ (Χ+1) 10 (1+x)+c(x+1). 
Υ χ+2}2 (Χ + 2)2 g. (χ +2)2 

5. (ί) Υ = (Ce"jx")-(1jx"), 
(ίί) Υ = Α cosh nx+B sinh nx+(xj2n)fF. 

6. (α) ά κρ ι, β.(1 + εΥ) sin χ = const., 
(b) Υ = e[(A/X)-(x'/3)], 

(c) χ2 + Υ2 = ΑΥ, 
(d)άκρι,β.χ4-4χ3Υ+lΟχ2Υ2-28ΧΥ3+1'Υ5+!Υ3 = const. 

7. Υ= (tx+l56)e-2x-te-4X+4lSe2X. 

8. (ί) Υ = Ae2x+Be-x+ ι10 (cos Χ-3 sin Χ), 
(ίi) Υ = (Ax+B)e- x+!eX-x2e- X, 
(ίiί) Υ = e"(A cos 2χ+Β sin 2x)+te" sin Χ, 
(ίν) Υ = e2X(A cos χ+Β sin x)-(te2X cos Χ) (tx3 -tx) 

+ (tx 2e2
") sin Χ. 

9. Υ = sin x+sin 2x+cos 2Χ+2Χ+ 1. 

10. Υ = Α cos (2 sin 8)+Β sin (2 sin 8)+3-2 sin2 8. 

11. Υ = Α cos (log. χ)+Β sin (log. χ). 

12. n = -2, 
Υ = (1/x2)e-X(A cos χ+Β sin x)+(1/2x)e-X sin Χ. 

14. (ί) Υ = Αχ + (Bjx), 
(iί) Υ = Αχ2 +(Β/χ2)+ /2x4+tx210g. Χ, 

(ίiί) Υ = (Α/χ2) + Χ[Β cos (J310ge x)+C sin (J310ge Χ)] 
-sin (log. Χ)+8 cos (log. χ). 

15. (ί) Χ = Ae-t+Be3t, Υ = Ae-t _Be+ 3t , 
(ίί) Χ = At+B+Cev'2t+De-v'2t, Υ = At+B_Cev'2t_De-v'2t. 

16. Χ = !t(eI-,-e- r), Υ = t{3+t)eI-t(1-3t)e-t. 

17. Χ = (At+B)e-at+(Ct+D)eat, 
Υ = (At+B)e-at-(Ct+ D)eat+ (1/2a 2) sin at. 

231 
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18. χ = Aek'+De- 2k', Υ = Bekt+De-2kt, Ζ = _(A+B)ekt+De-2kt. 

19. (α) t }oge{[1+sin 2(x-2y)]/[1-sin 2(χ-2Υ)]} = x+C, 
(b) tan Υ = (x2f3)+(c/x). 

20. (α) 4Υ = 1 + sinh [(Α ±x)/.J2], 
(b) Υ = tan (Α±χ), 
(c) Υ = 4Αχ2/(1-Αχ2\ 
(d) Υ = cosh (±Χ+Α). 

22. (α) χ = be- 2Y, (b) Υ2 = b-2x, (c) X
2+y2_2by = Ο, σπου εΙς σλας τάς περι,· 

πτώσει,ς τό b εcναι, στα~ερά 

27. A2_(~ ~~) 
-1 -1 -3 

= (t:+: t' 
t 3t ) 

Υ 2t+ ~ t 2+1 :~:t: :'t' η 2 

t 2 t 2 
-2t-- -t--

2 2 2 

Προβλήματα Κεφ. 22 

χ3 χ4 'xs , , 
1. Υ=-+-+-+ ... ; ακρι.,βης λύσι,ς y=2ex -x+-2x-2. 

3 12 60 

χ2 χ3 3χ4 61x5 

2. Υ=Χ--+---+-+ ...• 
4 12 64 1920 

χ2 χ3 χ4 

3. Υ=Χ--+-- 8 15+ ...• 
3 3.8 3. . 

4. (α)Υ=Α(l-~+ ~~2)+ JX(1-5X+5~2 _~3 + .. ) 

(b) Υ = Α(Ι+3Χ+6χ2 + ... )+BJX(1+ 7χ + 63χ2 + ... ). 
3 15 

(c) Υ= A(1_t X+
X2 -~+ ... ) 
20 480 

+BXl/3(1_tX+X2 -~+ ... ). 
56 1680 

5. Υι =AX(1-~+ χ 4 

_ ••• ). 
2.4 2.4.4.6 

6. b = 2α. c = 2αι3. Ι χ Ι < 2. 

7. Δευτέρα λύσι,ς : 



+ Σοο (22_k2)(42_k2) .. , {(2n)2_k2} 2π+1 
Υ=Χ Χ • 

π=1 (2n+1)! 

8. b2 =!. 

12. ( 
2n 2 2n(2n-1) 

υ = Α 1- - χ + _-'-c--_=__--'-
2! 4! 

Προβλήματα Κεφ. 23 

2. (α) -sin x+J2 sin (xJ2), 
(b) -1+e"-xιf+tx2e". 

- .. .) 

3. (α) Υ = (21oe-2~(39 cos 2Χ+47 sin 2Χ)+ /0 sin 2Χ+ -Λ cos 2Χ, 
(b) Υ = e- 3x _te- x , Ζ = t(1-e- 3,,). 

Προβλήματα Κεφ. 24 

OU OU 
1. (α) --- = ο, 

οχ ΟΥ 

OU OU 
(b)x--y-=O, 

οχ ΟΥ 

(c) 02U = 02U, 

οχ2 ΟΥ2' 

OU OU 
(d) Χ-+Υ- = nu. 

ΟΧ ΟΥ 

2. (α) Ύπερβολι,Ήή U = F(x+(2+J7)y) + G(x+(2-J7)y), 

233 

(β) Παραβολι,Ήή; u = F(x+y)+(rx+sy)G(x+y) ,r ΉαL S αύ~αΙ:ρε-

τοι, στα~εραL 

(Υ) Έλλει,ΠΗΉή ; u = F(x+2iy)+G(x-2iy). 

4. j(8) = C cos θ+ D sin 8. 

5. w = α2 , V = 2e-x sin (t-x). 

6. V = e-4y cos 2χ. 

7. V = C sec 1 sin (l-x)e -~ 

8. tan (wα/c) = wa/c. 

10. V = (Α cos pt+B sin pt)e(1-p2)x/4. 

11. Ζ = Σ e-(A;2+ 1)Y(Ak cos kx+Bk sin kx), 
k 

00 ( 1)"-1 
Ζ = 2 Σ -=-e(n2

+1)(I-y) sin nx. 
π=1 n 

12 V - Σ~ Β _(Μ2,,2η/α2 • nnx οπου • - ne Sln, 
π=1 a 
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Β = - - Sln--- cos- • 4 Vo( ι . nπ π nπ) 
n π2 n2 2 2n 2 

.' 

15. Τ Τ (1
· 2πχ -4π 2kt/α 2 ) = ο +COS -- e . α 

16. θ 100 . (ΠΧ\ -kπ 2t/4α 2 

= +Sln 2αϊ e 

Προβλήματα Κεφ. 25 

1. 1= 5π/2. 

2. Υ= 2χ. 

3. Υ = χ3 • 

4. Υ = sinx. 

Προβλήματα Κεφ. 26 

1. (α) " • = 3,-1, 
(b) U, = (2Ί.j3) sin (πr/3), 
(c) " • = (Ar+B)(!Y + (2Ί9), 
(d) u, = Α3' +4r -!r-t. 

2. " • = A+B2r +C3r + (4Ί6)· 
3. Un = nιxn -·l• 

Προβλήματα Κεφ. 27 

ι. U = e"'. 

2' 2α_= 
• U = Sln χ+ (α2+Ι)(2α-Ι{ . 

3. (α) λ = Ο, U = Ο; λ = -'Ι U = ΑΧ; Ι-iλ = ±2λ/.j5, 
u = Β(l ±.j 5~2), 

(b) λ = Ο, U = Ο; λ = Ι/π, u = Α; 
λ = 2/π, u = Β cos 2χ; λ = - 2/π, U = C sin 2χ, 

σπου Α,Β καί C εCναL αύ~αLρεΤΟL στα~εραΙ. 

4. u = !x+i sin 2χ. 
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