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Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο                                                          Ακαδημαϊκό έτος 2010-2011 

Σχολή Πολιτικών Μηχανικών                                                                                            6ο εξάμηνο 

Τομέας Δομοστατικής 

Μάθημα: Στατική ΙΙΙ (Ανάλυση Ραβδωτών Φορέων – Σύγχρονες Μέθοδοι) 

Καρακίτσιος Παναγιώτης Υποψήφιος Διδάκτωρ ΕΜΠ 

 

 

Οδηγίες - Θέμα Ι 
 

  Οι παρακάτω οδηγίες αφορούν στην επίλυση του πρώτου θέματος του μαθήματος της 

Στατικής ΙΙΙ με το Excel και αφιερώνονται στους προπτυχιακούς φοιτητές που έχουν 

παρακολουθήσει το μάθημα. Συστήνω να εργάζεστε με μονάδες μέτρησης kN, m, oC. 

Προσοχή! στις μονάδες μέτρησης! 
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Βήμα 1. Υπολογισμός καθολικού μητρώου στιβαρότητας φορέα 

 

  Στην εκφώνηση του θέματος δίνεται η αρίθμηση των κόμβων, καθώς επίσης ο 

προσανατολισμός και η αρίθμηση των στοιχείων. Το καθολικό σύστημα αξόνων είναι το 

γνωστό Χ1Χ2 με τον καθολικό άξονα Χ1 οριζόντιο και τον καθολικό άξονα Χ2 κατακόρυφο. 

 

1)   Ανοίγουμε ένα καινούριο αρχείο Excel. Το αρχείο αυτό περιλαμβάνει τρία φύλλα, τα οποία 

όπως παρατηρούμε στο ακόλουθο σχήμα είναι τα Sheet1, Sheet2, Sheet3. 

 

 
 

  Με δεξί κλικ πάνω στην ονομασία Sheet1 και στη συνέχεια Rename, μπορούμε να 

μετονομάσουμε το Sheet1 σε Μητρώο στιβαρότητας στοιχείου. 
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  Στο φύλλο «Μητρώο στιβαρότητας στοιχείου» θα πρέπει σε πρώτη φάση να 

αναγράψουμε τόσο τα στοιχεία της εκφώνησης όσο και τα ατομικά δεδομένα i, j, k, βάσει 

των οποίων μπορούμε να υπολογίσουμε τα μήκη Li, Lj, Lk σύμφωνα με τις σχέσεις που 

δίνονται στην εκφώνηση. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζεται ενδεικτικά ο τρόπος 

υπολογισμού του μήκους Li. 

 

 
 

 

2)   Βρίσκουμε για καθένα από τα συνολικά 13 στοιχεία το μήκος και τις γωνίες φ11 και φ12, οι 

οποίες είναι οι γωνίες με τις οποίες πρέπει να περιστραφεί ο τοπικός άξονας x1 του 

στοιχείου (ο οποίος έχει τη διεύθυνση του αντίστοιχου στοιχείου και φορά όπως δίνεται 

στην εκφώνηση) προκειμένου να συμπέσει με τον καθολικό άξονα Χ1 και τον καθολικό 

άξονα Χ2 αντίστοιχα. Η περιστροφή μπορεί να γίνεται είτε ΣΔΩ (ωρολογιακά) είτε ΑΔΩ 

(αντιωρολογιακά), καθώς πρόκειται για συνημίτονο. Αυτό, άλλωστε, είναι και το 

πλεονέκτημα των συνημίτονων κατεύθυνσης. Προσοχή! Ο προσανατολισμός του στοιχείου 

επιδρά άμεσα στον υπολογισμό της γωνίας φ11. 

 

  Στα ακόλουθα σχήματα παρουσιάζονται ενδεικτικά οι εντολές για τον υπολογισμό του 

μήκους (με πυθαγόρειο θεώρημα) και των γωνιών φ11 και φ12 (με τόξο εφαπτομένης) για το 

στοιχείο 8. 
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3)   Στη συνέχεια, θα πρέπει να μορφώσουμε το τοπικό μητρώο στιβαρότητας για κάθε 

στοιχείο. Έχουμε 12 στοιχεία, άρα θα έχουμε και 12 τοπικά μητρώα στιβαρότητας. Το 

τοπικό μητρώο στιβαρότητας είναι ένα μητρώο 2x2, διότι αναφέρεται σε στοιχείο επίπεδου 

δικτυώματος (ένας βαθμός ελευθερίας σε κάθε κόμβο, άρα συνολικά 2 βαθμοί ελευθερίας 

για κάθε στοιχείο). 

 

  Το τοπικό μητρώο στιβαρότητας [ki] του στοιχείου i (i=1-12) μπορεί να υπολογιστεί (καθώς 

γνωρίζετε το μέτρο ελαστικότητας E, το εμβαδόν διατομής Α και το μήκος κάθε στοιχείου) 

από τη σχέση: 

 

i
ό

i(2x2)

1 1E A
k

1 1L


 
     



   
 

 

  Παρακάτω δείχνουμε πως θα πρέπει να είναι το πρώτο φύλλο εργασίας στο οποίο θα 

υπολογίσετε το τοπικό μητρώο στιβαρότητας. Ενδεικτικά φαίνεται το τοπικό μητρώο 

στιβαρότητας για το στοιχείο 1 και 2, καθώς επίσης και η εντολή με την οποία υπολογίζεται 

το k11 του στοιχείου 2. Με παρόμοιο τρόπο, μπορούμε να διατυπώσουμε και το αντίστοιχο 

μητρώο για τα υπόλοιπα 10 στοιχεία. 

 

 
 

4)   Στη συνέχεια, αφού μορφώσουμε τα συνολικά 12 τοπικά μητρώα στιβαρότητας, θα πρέπει 

να υπολογίσουμε το μητρώο μετασχηματισμού (το οποίο έχει διαστάσεις 2x4) για κάθε 

στοιχείο σύμφωνα με τη σχέση: 

 

i i

11 12i

i i
(2x4) 11 12

cos cos 0 0

0 0 cos cos

  
    
        
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  Έπειτα παρουσιάζεται ενδεικτικά το μητρώο μετασχηματισμού για το στοιχείο 1 και 2 και 

η εντολή με την οποία υπολογίζεται το λ11 του στοιχείου 2. Με παρόμοιο τρόπο, μπορούμε 

να υπολογίσουμε και το αντίστοιχο μητρώο για τα υπόλοιπα 10 στοιχεία. 

 

 
 

 

5)   Το τελευταίο στάδιο του βήματος αυτού είναι ο υπολογισμός του καθολικού μητρώου 

στιβαρότητας κάθε στοιχείου, το οποίο προκύπτει από τον μητρωικό πολλαπλασιασμό: 

 
T

i i i i
ό ό

(4x4) (4x2) (2x2) (2x4)

k k 
           
       

 

 

  Για να το επιτύχουμε αυτό, υπολογίζουμε αρχικά το ανάστροφο του μητρώου 

μετασχηματισμού 
T

i 
 

, στη συνέχεια ακολουθεί ο πολλαπλασιασμός i i
όk

    
   

 

και έπειτα ο πολλαπλασιασμός  
T

i i i
όk

        
     

. 

 

  Στα ακόλουθα σχήματα σας παρουσιάζουμε το μητρώο μετασχηματισμού για το στοιχείο 1 

και 2 και τις αντίστοιχες εντολές. Με παρόμοιο τρόπο μπορείτε να υπολογίσετε και το 

αντίστοιχο μητρώο για τα υπόλοιπα 10 στοιχεία. 

 

  Ολοκληρώνοντας το βήμα 1, έχουμε απαντήσει στα ερωτήματα α (Υπολογισμός των 

μητρώων μετασχηματισμού των στοιχείων), β (Υπολογισμός των μητρώων στιβαρότητας 

των στοιχείων στο τοπικό σύστημα αξόνων) και γ (Υπολογισμός των μητρώων στιβαρότητας 

των στοιχείων στο καθολικό σύστημα αξόνων). 
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Βήμα 2. Υπολογισμός ολικού μητρώου στιβαρότητας φορέα 

 

1)   Μεταβαίνουμε στο φύλλο Sheet2, το οποίο και μετονομάζουμε σε «Ολικό μητρώο 

στιβαρότητας». 

 

2)   Μεταφέρουμε τις τιμές της στιβαρότητας από τα καθολικά μητρώα στιβαρότητας των 

δέκα στοιχείων στις κατάλληλες θέσεις του ολικού μητρώου στιβαρότητας του φορέα. 

Ενδεικτικά εξετάζουμε την περίπτωση του στοιχείου 1. Το στοιχείο 1 έχει ως κόμβο j τον 

κόμβο 1 και ως κόμβο k τον κόμβο 2. Το καθολικό μητρώο στιβαρότητας του στοιχείου 1 

ισούται με: 

 

1 1
jj jk

(2x2) (2x2)1
ό

1 1
(4x4) kj kk

(2x2) (2x2)

k k

k
k k



    
    
   

      
    
 

 

 

  Λόγω της αντιστοιχίας j-1, k-2, συμπεραίνουμε ότι: 

 Το 
1
jj

(2x2)

k 
 

 τοποθετείται στη θέση του ολικού μητρώου στιβαρότητας (κόμβος 1, 

κόμβος 1). 

   Το 
1
jk

(2x2)

k 
 

 τοποθετείται στη θέση του ολικού μητρώου στιβαρότητας (κόμβος 1, 

κόμβος 2). 

   Το 
1
kj

(2x2)

k 
 

 τοποθετείται στη θέση του ολικού μητρώου στιβαρότητας (κόμβος 2, 

κόμβος 1). 

   Το 
1
kk

(2x2)

k 
 

 τοποθετείται στη θέση του ολικού μητρώου στιβαρότητας (κόμβος 2, 

κόμβος 2). 

 

  Προκειμένου να μορφώσουμε το ολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα από τα καθολικά 

μητρώα στιβαρότητας των στοιχείων με τη βοήθεια του Excel, ένας έξυπνος τρόπος είναι να 

δημιουργήσουμε 12 μητρώα διαστάσεων 14x14 (αντίστοιχα με τα 12 στοιχεία) στα οποία 

θα μεταφέρουμε μόνο τους δείκτες στιβαρότητας από το καθολικό μητρώο στιβαρότητας 

του στοιχείου που εξετάζουμε. Το ολικό μητρώο στιβαρότητας θα προκύψει από την 

άθροιση των 12 αυτών μητρώων. 

 

  Στα δύο ακόλουθα σχήματα απεικονίζονται ενδεικτικά τα βοηθητικά αυτά μητρώα για τα 

στοιχεία 1 και 2, καθώς επίσης και το ολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα, το οποίο 

προκύπτει από την άθροιση των 12 βοηθητικών μητρώων. 
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3)   Τροποποιούμε το ολικό μητρώο στιβαρότητας [Κ] για το ελατήριο. Αυτό γίνεται με την 

προσθήκη (πρόσθεση) του δείκτη στιβαρότητας k=5.000 kN/m του ελατηρίου στην 

αντίστοιχη θέση του [Κ]. 
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4)   Τροποποιούμε το ολικό μητρώο στιβαρότητας [Κ] και για την κεκλιμένη στήριξη. Στην πιο 

δύσκολη αυτή περίπτωση θα πρέπει αρχικά να δημιουργήσουμε το αντίστοιχο μητρώο 

μετασχηματισμού. 

 

  Για την αντιμετώπιση του ερωτήματος αυτού συμβουλευτείτε τις ακόλουθες 4 σελίδες από 

τις παραδόσεις του μαθήματος. Προσοχή! Αυτές αναφέρονται στην επίλυση διαφορετικού 

φορέα από τον ζητούμενο. Θα ακολουθήσετε την ίδια διαδικασία. 
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  Στη δική μας περίπτωση έχουμε ότι θ11=30ο. Επομένως, μπορούμε να υπολογίσουμε βάσει 

των ανωτέρω το μητρώο μετασχηματισμού [ΛR]. 

 

  Στη συνέχεια, μορφώνουμε το μητρώο μετασχηματισμού [ΛRολ] και υπολογίζουμε το 

τροποποιημένο λόγω κεκλιμένης στήριξης ολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα. 
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5)   Αναδιατάσσουμε το μητρώο στιβαρότητας του φορέα. 
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  Ολοκληρώνοντας το βήμα 2, έχουμε απαντήσει στα ερωτήματα δ (Μόρφωση του ολικού 

μητρώου στιβαρότητας του φορέα και τροποποίησή του για την κεκλιμένη στήριξη) και ε 

(Αναδιάταξη του μητρώου στιβαρότητας του φορέα). Να σημειώσουμε ότι Δ1, Δ2 είναι η 

μετατόπιση του κόμβου 1 κατά τον καθολικό άξονα Χ1, Χ2 αντίστοιχα. Με όμοιο τρόπο 

ορίζονται και οι υπόλοιπες μετατοπίσεις σύμφωνα με την αρίθμηση των κόμβων που σας 

έχει δοθεί. 

  Τέλος, υπολογίζουμε το αντίστροφο του μητρώου [Kff] (το τμήμα του ολικού μητρώου 

στιβαρότητας με τα άσπρα κελιά, όπως φαίνεται στην αμέσως επόμενη εικόνα, το οποίο 

αντιστοιχεί στις άγνωστες μετατοπίσεις). Αυτό θα μας χρειαστεί για τον υπολογισμό των 

μετατοπίσεων στο επόμενο βήμα. 
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Βήμα 3. Υπολογισμός των μετατοπίσεων των κόμβων και των αντιδράσεων στήριξης 

 

1)   Μεταβαίνουμε στο φύλλο Sheet3, το οποίο και μετονομάζουμε «Μετατοπίσεις κόμβων». 

 

2)   Υπολογίζουμε τις δράσεις παγιώσεως των στοιχείων του δικτυώματος λόγω της 

θερμοκρασιακής μεταβολής ΔΤ=Τ-Τo. Υπολογίζουμε, αρχικά, τη δύναμη Pθ λόγω 

θερμοκρασιακής μεταβολής σύμφωνα με τη σχέση: 

 

P     

 

3)   Μορφώνουμε το τοπικό διάνυσμα (2x1) δράσεων παγιώσεως για καθένα από τα 12 

στοιχεία. Οι τοπικές δράσεις παγιώσεως οφείλονται τόσο στη θερμοκρασιακή μεταβολή 

όσο και στην ελαττωματική κατασκευή του μέλους (34). Υπολογίζουμε τις τοπικές δράσεις 

παγιώσεως για κάθε στοιχείο ξεχωριστά και στη συνέχεια τις αθροίζουμε (επαλληλία). 
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4)   Διατυπώνουμε το καθολικό διάνυσμα (4x1) δράσεων παγιώσεως για καθένα από τα 12 

στοιχεία σύμφωνα με τη σχέση που απεικονίζεται στην ακόλουθη σελίδα από τις 

σημειώσεις του κυρίου Παπαδρακάκη. Το μητρώο μετασχηματισμού για κάθε στοιχείο έχει 

υπολογιστεί ήδη στο βήμα 1. 

 

 

 
 

5)   Μορφώνουμε το καθολικό διάνυσμα (2x1) των δράσεων παγιώσεως των κόμβων του 

δικτυώματος. Για παράδειγμα, για να υπολογίσουμε το αντίστοιχο διάνυσμα του κόμβου 1, 

εντοπίζουμε σε πρώτη φάση ποια στοιχεία συντρέχουν στον κόμβο αυτό (τα οποία είναι τα 

στοιχεία 1,8,9) και σε δεύτερη φάση ελέγχουμε αν για τα στοιχεία αυτά ο κόμβος είναι 

αρχικός (j) ή τελικός (k) βάσει του προσανατολισμού του στοιχείου (για το στοιχείο 8 είναι 

κόμβος k, για το στοιχείο 1 είναι κόμβος j, για το στοιχείο 9 είναι κόμβος j). Όμοια, 

εργαζόμαστε και για τους υπόλοιπους 6 κόμβους. Στο σημείο αυτό θα πρέπει να δοθεί 

ιδιαίτερη προσοχή στο γεγονός ότι ο άνω δείκτης του  1
όS  αναφέρεται στον αριθμό 

του κόμβου (κόμβος 1 στη συγκεκριμένη περίπτωση), ενώ ο άνω δείκτης του  1j
r, όA   

αναφέρεται στον αριθμό του στοιχείου (στοιχείο 1 στη συγκεκριμένη περίπτωση). 
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       1 1j 9 j 8k
ό r, όr, ό r, ό

(2x1) (2x1) (2x1) (2x1)

S A A A      

 

 
 

  Κατόπιν, τροποποιούμε το καθολικό διάνυσμα δράσεων παγιώσεως κόμβων για την 

κεκλιμένη στήριξη σύμφωνα με τη σχέση: 

 

   
T

7 R 7
ό ό

(2x2)(2x1) (2x1)

S ' S 
   
 

 

 

 
 

  Τέλος, αναδιατάσσουμε το διάνυσμα αυτό.  
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  Με το στάδιο αυτό ολοκληρώνεται η μελέτη του παγιωμένου φορέα. 

 

6)   Μορφώνουμε το διάνυσμα των εξωτερικών δυνάμεων και το αναδιατάσσουμε (Αρχικός 

φορέας). 
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7)   Μορφώνουμε το διάνυσμα των ισοδύναμων δυνάμεων (Ισοδύναμος φορέας). 

 

 

 
 

 

8) Υπολογίζουμε το διάνυσμα των άγνωστων μετατοπίσεων {Δf} σύμφωνα με τη σχέση: 

 

     1

f ff ύ ,f
(12x1) (12x12) (12x1)

K P


     
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  Στο σημείο αυτό έχουμε ολοκληρώσει και την επίλυση του ερωτήματος στ. 

 

 

9)   Έπειτα, θα απαντήσουμε στο ερώτημα η και συγκεκριμένα θα διατυπώσουμε αρχικά το 

διάνυσμα των ισοδύναμων δράσεων {Pισοδύναμο,s} σύμφωνα με τη σχέση: 

 

     ύ ,s sf f
(12x12) (12x1)(12x1)

P K      
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  Οι αντιδράσεις στήριξης προκύπτουν από τη σχέση: 

 

     ύ ,s ό
(2x1)(2x1) (2x1)

R P S     

 

 
 

  Η αντίδραση λόγω ελατηρίου ισούται με: 

 

2 ί 2R k *   
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  Στο σημείο αυτό απαντήσαμε και στο ερώτημα η. Απομένει το προτελευταίο ερώτημα. 
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Βήμα 4. Υπολογισμός των εντατικών μεγεθών των μελών του φορέα 

 

1)   Δημιουργούμε ένα νέο φύλλο εργασίας, το οποίο ονομάζουμε «Εντατικά μεγέθη 

στοιχείων». 

 

 
 

2)   Γράφουμε ξεχωριστά για κάθε στοιχείο τις μετατοπίσεις των άκρων του, όπως τις έχουμε 

υπολογίσει στο αμέσως προηγούμενο βήμα. Να σημειώσουμε ότι οι μετατοπίσεις αυτές 

αναφέρονται στο καθολικό σύστημα αξόνων με εξαίρεση τις μετατοπίσεις του κόμβου 7, οι 

οποίες αναφέρονται στους άξονες της κεκλιμένη κύλισης. Ακολούθως, θα περάσουμε από 

τους άξονες της κεκλιμένη κύλισης στους καθολικούς (για τον κόμβο 7) και εν συνεχεία στο 

τοπικό σύστημα αξόνων κάθε ράβδου. 
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3)   Μεταφερόμαστε για τον κόμβο 7 από το σύστημα των αξόνων της κεκλιμένης στήριξης στο 

καθολικό σύστημα αξόνων μέσω του μετασχηματισμού: 

 
R,tot

(8x8)(8x1) (8x1)

{ } [ ] { '}      

 

  Να σημειώσουμε ότι έως τώρα δεν βάζαμε τον τόνο στις μετατοπίσεις Δ1-Δ12, διότι αυτές 

δεν επηρεάζονται από την κεκλιμένη στήριξη. 
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4)   Στη συνέχεια, περνούμε στο τοπικό σύστημα αξόνων (όσον αφορά στις μετατοπίσεις) 

μέσω του μητρώου μετασχηματισμού κάθε στοιχείου, το οποίο έχουμε υπολογίσει σε 

προηγούμενο βήμα: 

 
i i i

(2x4)(2x1) (4x1)

{ } [ ] { }      

 

 
 

5)   Τέλος, υπολογίζουμε τα ζητούμενα εντατικά μεγέθη (και συγκεκριμένα την αξονική 

δύναμη) στα άκρα κάθε στοιχείου σύμφωνα με τη σχέση: 

 

 
i
ji i i i

ό r, ό
i(2x1) (2x1)(2x2) (2x1)k

N
{N } [k ] { }

N
 

  
      
  
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Καλή επιτυχία! 

 

  Για οποιαδήποτε απορία μπορείτε να απευθύνεστε στο pkarak@hotmail.com και θα 

λάβετε σύντομα απάντηση. 

 

  Σχετικά με τις εντολές: 

 TRANSPOSE (βρίσκουμε τον ανάστροφο ενός πίνακα) 

 MMULT (πολλαπλασιάζουμε δύο πίνακες) 

 MINVERSE (βρίσκουμε τον αντίστροφο ενός πίνακα) 

 

 δίνουμε την εντολή στο πρώτο cell και στη συνέχεια επιλέγουμε όλη την 

περιοχή των cells (στην οποία θα εμφανιστεί το αποτέλεσμα, δηλαδή ο 

ανάστροφος, το γινόμενο, ο αντίστροφος) 

 στη συνέχεια πατούμε F2 και 

 έπειτα πατούμε Ctrl (το αφήνουμε «πατημένο»), μετά Shift (το αφήνουμε 

και αυτό «πατημένο») και τέλος το Enter. 

mailto:pkarak@hotmail.com

