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Κεφάλαιο   3 
 

Κατανοµές Πιθανοτήτων 
Υδρολογικών Μεταβλητών 

 
 
 
 

Η πιθανολογική υδρολογική ανάλυση στηρίζεται στην υπόθεση χρονικής 
ανεξαρτησίας των υδρολογικών πραγµατοποιήσεων και, αγνοώντας τη 
χρονική τους ακολουθία, τις κατατάσσει κατά τάξη µεγέθους. Αυτή η 
κατάταξη δίνει και τη βασικότερη ιστορική πληροφορία από το δείγµα των 
πραγµατοποιήσεων της µεταβλητής που είναι η σχετική συχνότητα ή 
πιθανότητα υπέρβασης ή µη κάποιας συγκεκριµένης τιµής της µεταβλητής. Η 
κατανοµή των τιµών της µεταβλητής στο πεδίο της συχνότητας ή κατανοµή 
πιθανότητας ρυθµίζεται µε βάση τα στατιστικά χαρακτηριστικά του δείγµατος 
και αποτελεί την ταυτότητα πλέον της µεταβλητής αλλά και της διαδικασίας 
που κάθε υδρολογική µεταβλητή ορίζει. 

Έχει λοιπόν πρωτεύουσα σηµασία να γίνεται η επιλογή µέσα από τις 
υπάρχουσες θεωρητικές κατανοµές πιθανοτήτων της καταλληλότερης για την 
εκάστοτε αναλυόµενη µεταβλητή, αυτής δηλαδή που ταιριάζει περισσότερο 
στα ιστορικά στοιχεία. Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται ακριβώς µια παρουσίαση 
των πιθανολογικών κατανοµών που έχουν βρεθεί να προσοµοιώνουν 
καλύτερα τις υδρολογικές µεταβλητές, των τρόπων εκτίµησης των 
παραµέτρων τους και των στατιστικών ελέγχων καταλληλότητας τους. Στο 
τέλος του κεφαλαίου αυτού γίνεται αναφορά και στους τυχαίους αριθµούς, 
δεδοµένου ότι οι κατανοµές πιθανοτήτων αποτελούν τη µοναδική τους 
ταυτότητα µε χρήση της οποίας µπορούν να παραχθούν από τον υπολογιστή. 

 
3.1. Γενικά για τις κατανοµές πιθανοτήτων στην υδρολογία 
 

Είναι πραγµατικά πολύ µεγάλος ο αριθµός των θεωρητικών κατανοµών 
πιθανοτήτων που η µαθηµατική ανάλυση έχει προσφέρει  στη  διεθνή 
βιβλιογραφία (Chow, 1964· Benjamin και Cornell, 1970· Yevjevich, 1972· 
Bedient και Huber, 1992· Wanielista και άλλοι, 1997). Η πολύχρονη 
προσπάθεια ρύθµισης διαφόρων κατανοµών πιθανοτήτων στις υδρολογικές 
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µεταβλητές και η εµπειρία που αποκτήθηκε οδηγούν ωστόσο σε κάποιες 
γενικές αρχές, που αφορούν χαρακτηριστικές ιδιότητες των κατάλληλων για 
διάφορες υδρολογικές µεταβλητές κατανοµών, και περιορίζουν οπωσδήποτε 
το σύνολο των υποψηφίων πιθανολογικών κατανοµών από τις οποίες πρέπει 
κανείς να διαλέξει. Οι ακόλουθες γενικές αρχές-ιδιότητες έχουν βρεθεί 
(Marcovic, 1965) ότι πρέπει να χαρακτηρίζουν τις κατανοµές των ετήσιων 
κατακρηµνίσεων και απορροών: 

 
— Η κατανοµή είναι συνεχής και ορισµένη για όλες τις θετικές τιµές της 

µεταβλητής. 
— Ο άνω κλάδος της κατανοµής είναι χωρίς όριο (unbounded). 
— Ο κάτω κλάδος λαµβάνεται µε όριο το µηδέν ή µια θετική τιµή. 
— Η καµπύλη κατανοµής πιθανοτήτων είναι ασυµπτωτική στον άξονα για 

µεγάλες θετικές τιµές της µεταβλητής. 
— Ο µέγιστος αριθµός των παραµέτρων που περιγράφουν θεωρητικές 

κατανοµές περιορίζεται στις τρεις. 
 

Με βάση τα παραπάνω, η πιο γνωστή και κοινή µορφή κατανοµής στην 
Υδρολογία είναι η µιας αιχµής κωδωνοειδής δύο κλάδων κατανοµή µε µεγάλο 
περιθώριο για τη θέση και τη µορφή της αιχµής της, χαρακτηριστικά που 
εκφράζονται αντίστοιχα από τους συντελεστές ασυµµετρίας και κύρτωσης. 
 
 
3.2. Ορισµοί και στατιστικές παράµετροι 

 
Οι ιστορικές πραγµατοποιήσεις (µετρήσεις) µιας υδρολογικής µεταβλητής 

x αποτελούν το δείγµα της µεταβλητής που είναι ένα µέρος του πληθυσµού 
της, δηλαδή του συνόλου των πιθανών τιµών της στη συγκεκριµένη θέση. Η 
πιθανολογική θεώρηση του δείγµατος απαιτεί την κατάταξη των τιµών της 
µεταβλητής κατά τάξη µεγέθους σε φθίνουσα σειρά (από τη µεγαλύτερη τιµή 
στη µικρότερη) ή αντίστροφα, σε αύξουσα σειρά. Οι σειρές µπορεί να είναι 
διακεκριµένες (discrete) ή συνεχείς (continuous). Η διαφορά της µεγαλύτερης 
από τη µικρότερη τιµή δίνει µια ιδέα των κλάσεων (ισοδιαστήµατα τιµών της 
µεταβλητής) που θα πρέπει να χωριστεί το δείγµα (θα πρέπει να υπάρχουν 
τουλάχιστον 5 κλάσεις). Αν n είναι ο συνολικός αριθµός τιµών του δείγµατος 
και m είναι ο αριθµός των πραγµατοποιήσεων της µεταβλητής στην ith κλάση 
(i=1,2,...,n) τότε η σχετική συχνότητα ή πιθανότητα γι’ αυτή την κλάση είναι 
pi = m/n. Η χάραξη των πιθανοτήτων (κατακόρυφος άξονας) για όλες τις 
κλάσεις τιµών της µεταβλητής (οριζόντιος άξονας) δίνει το ιστόγραµµα της 
κατανοµής πιθανοτήτων, του οποίου το εµβαδόν θα πρέπει να ισούται µε τη 
µονάδα. Για να γίνει αυτό θα πρέπει να διορθωθούν όλες οι τιµές pi 
διαιρώντας τις µε το εύρος των κλάσεων. Το ιστόγραµµα είναι η εµπειρική 
καµπύλη κατανοµής πιθανοτήτων και πάνω σ’ αυτό γίνεται η επιλογή της 
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θεωρητικής κατανοµής p(x) ανάλογα µε το ποια εφαρµόζει καλύτερα.  
 

Το πλοτάρισµα των αθροιστικών πιθανοτήτων:              για κάθε κλάση k, 
δίνει την εµπειρική αθροιστική καµπύλη πιθανοτήτων, στην οποία θα 
εφαρµοσθεί η αντίστοιχη θεωρητική: )()( xxPxF ′≤= όπου x' είναι 
συγκεκριµένη τιµή της µεταβλητής x. 

Ο υπολογισµός των παραµέτρων της κατανοµής πιθανοτήτων γίνεται από 
τις στατιστικές παραµέτρους του ιστορικού δείγµατος. Αυτές πάλι 
υπολογίζονται από τις στατιστικές ροπές (Feller 1957·  Freeman, 1963), που 
για ένα δείγµα τιµών xi (i = 1,2,...,n) ορίζονται ως εξής: 
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όπου pi είναι η πιθανότητα που αντιστοιχεί στο xi από την κατανοµή 
πιθανοτήτων και µ είναι µια κεντρική τιµή του δείγµατος. Στην Υδρολογία 
αρκούν συνήθως οι τέσσερεις πρώτες (r = 1,...,4) ροπές για να περιγράψουν τα 
χαρακτηριστικά µιας κατανοµής πιθανοτήτων. Έτσι, οι στατιστικές 
παράµετροι του δείγµατος είναι οι εξής: 
 

Μέσος όρος (mean). Ο αριθµητικός µέσος όρος του πληθυσµού µ 
υπολογίζεται από την εξ.(3.1) µε r = 1 και µε την υπόθεση ότι όλες οι τιµές 
του έχουν την πιθανότητα: pi = 1/n. Η εκτίµηση του x  από το δείγµα είναι: 
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Ο γεωµετρικός µέσος όρος gx  δίνεται από την: 

n
ng xxxx

1

21 ).....(=                                                                                (3.4) 
 

και ο λογάριθµός του ισούται µε τον αριθµητικό µέσο των λογαρίθµων των 
τιµών του δείγµατος. 

 
Ο αρµονικός µέσος hx  δίνεται από την:  
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∑
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και σπάνια χρησιµοποιείται στην Υδρολογία. 
 

∆ιάµεσος (median). Είναι η τιµή που αντιστοιχεί στο 50% της κατανοµής 
πιθανοτήτων. Σε πολύ ασύµµετρες κατανοµές ο µέσος όρος είναι 
αποπροσανατολιστικός, ενώ ο διάµεσος είναι καλύτερος αφού δίνει τη 
σταθερή πληροφορία ότι οι τιµές οι µεγαλύτερες ή οι µικρότερες απ’ αυτόν 
συµβαίνουν πάντα στο µισό του χρονικού εύρους του δείγµατος. 

 
Πιθανότερος µέσος (mode). Είναι η τιµή που αντιστοιχεί στην αιχµή της 

κατανοµής (dp/dx = 0, d2p/dx2<0). 
 
Σκέδαση-Τυπική απόκλιση. Η σκέδαση του πληθυσµού σ2 δίνεται από τη 

δεύτερη (r=2) κεντρική ροπή της εξ.(3.2) και πάλι µε την παραδοχή της ίσης 
πιθανότητας: pi = 1/n και κεντρική τιµή το µέσο όρο. Η εκτίµηση του S2 από 
το δείγµα γίνεται ως εξής: 
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Η τετραγωνική ρίζα της σκέδασης S είναι η τυπική απόκλιση του δείγµατος 
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Για  µικρά δείγµατα (µικρότερα του 30) γίνεται πολλαπλασιασµός της εξ.(3.6) 
επί n/(n – 1). 
 

Συντελεστής ασυµµετρίας. Εκφράζει την ασυµµετρία της κατανοµής 
(θετική για αιχµή δεξιά του µέσου όρου, αρνητική για αριστερά και µηδέν για 
συµµετρική κατανοµή) και είναι το πηλίκο της τρίτης (r = 3) κεντρικής ροπής 
προς τον κύβο της τυπικής απόκλισης. Η εκτίµηση του γ από το δείγµα γίνεται 
ως εξής:  
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Για µικρά δείγµατα η εξ.(3.8) πολλαπλασιάζεται επί      
)2)(1(

2

−− nn
n . 

 
Συντελεστής κύρτωσης. Εκφράζει την κυρτότητα της αιχµής της κατανοµής 

και δίνεται από το πηλίκο της τέταρτης (r = 4) κεντρικής ροπής προς την 
τέταρτη δύναµη της τυπικής απόκλισης. Η εκτίµηση του k από το δείγµα 
γίνεται ως εξής: 
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Για µικρά δείγµατα και πάλι γίνεται πολλαπλασιασµός της εξ.(3.9) επί n3/(n-
1)(n-2)(n-3). Η κύρτωση των κατανοµών συγκρίνεται συνήθως µ’αυτήν της 
κανονικής κατανοµής που έχει k = 3. 
 

Συντελεστής σκεδασιµότητας. Είναι ο λόγος της τυπικής απόκλισης προς το 
µέσο όρο και από το δείγµα εκτιµάται σαν: 
 

  
x
SC =υ                               (3.10) 

 
 
 
3.3. Κατανοµές πιθανοτήτων 
 

Από την πληθώρα, των θεωρητικών κατανοµών που διατίθενται στη 
διεθνή βιβλιογραφία εδώ θα αναφερθούν αυτές που έχουν υδρολογική 
σηµασία. Οι κατανοµές αναφέρονται σαν συνεχείς ή διακεκριµένες ανάλογα 
µε το αν η µεταβλητή που προσοµοιώνεται είναι συνεχής ή διακεκριµένη. 
Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στις κατανοµές µεγίστων τιµών που είναι και οι πιο 
σηµαντικές από πλευράς υδρολογικού σχεδιασµού υδατικών συστηµάτων 
(Feller, 1957· Fisz, 1963· Hahn και Shapiro, 1967). 
 
 
3.3.1. Οµοιόµορφη κατανοµή 
 

Είναι η πιο απλή κατανοµή σε σχήµα ορθογωνικό, όπως φαίνεται στο 
Σχήµα 3.1. 
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Σχήµα 3.1. Ορθογωνική κατανοµή. 
 
Η (συνεχής) οµοιόµορφη κατανοµή ορίζεται ως εξής:  
 
     p(x)=0              x<α 
 
     p(x)=1/(b-α)    a≤ x≤ b                (3.11) 
 
     p(x)=0,            b<x 
 
µε τις εξής στατιστικές ιδιότητες για το µέσο όρο µ και την σκέδαση σ2 (του 
πληθυσµού): µ = (b + α)/2, σ2 = (b - α)2/12. 
 
 
3.3.2. ∆ιωνυµική κατανοµή. ∆οκιµές Bernoulli. Γεωµετρική κατανοµή 

 
Η διωνυµική είναι µια διακεκριµένη κατανοµή που δίνει την πιθανότητα 

επισύµβασης ενός γεγονότος (επιτυχίας) ακριβώς x φορές σε n ανεξάρτητες 
προσπάθειες (δοκιµές), ενώ η πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε δοκιµή είναι p. Η 
κατανοµή ορίζεται ως εξής: 

 
  xnxn

x qpCxP −=)( ,    x = 0,1,2,…,n                                                   (3.12) 
 
όπου η πιθανότητα q είναι συµπληρωµατική της p: q=1-p και ο παραγοντικός 
δείκτης n

xC  δηλώνει τη σχέση: )!(!/! xnxnC n
x −= . Η αθροιστική 

διωνυµική κατανοµή ορίζεται ως εξής: 
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όπου xm είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος που δεν ξεπερνά το x'. 

Η διωνυµική ανάπτυξη της n-οστής δύναµης του µοναδιαίου αθροίσµατος 
(p+q) είναι η εξής: 
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1  ,                    (3.14) 
 

ενώ ισχύει: µ = np και σ2 = npq. Για πολύ µεγάλο n (→ ∞) η µεταβλητή x 
είναι κανονική µε µέσο όρο (np) και σκέδαση (npq). Έτσι, π.χ. η  κατανοµή 
για την επισύµβαση ή όχι βροχής σε µια µέρα για διάφορες τιµές του n και p 
δίνεται στο Σχήµα 3.2. Πίνακες της διωνυµικής κατανοµής δίνονται σε 
εγχειρίδια στατιστικής (National Bureau of Standards, 1950).  
 

 
 

Σχήµα 3.2. ∆ιωνυµική κατανοµή. 
 

Όταν τα αποτελέσµατα των διαφόρων προσπαθειών (δοκιµών) είναι 
αµοιβαία ανεξάρτητα και η πιθανότητα p επισύµβασης του γεγονότος 
(επιτυχίας) παραµένει αµετάβλητη έχουµε τις λεγόµενες δοκιµές Bernoulli 
(Bernoulli trials). Αυτές οι παραδοχές γίνονται συνήθως σε µελέτες 
σχεδιασµού φραγµάτων. Έτσι, αν έχουµε µια ακολουθία µέγιστων ετήσιων 
πληµµυρικών αιχµών για 20 χρόνια σε θέση φράγµατος θεωρείται ότι τα 
µεγέθη είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και ότι η πιθανότητα επισύµβασης σε 
κάθε χρόνο της πληµµύρας παραµένει αµετάβλητη. Έχουµε δηλαδή 20 
δοκιµές Bernoulli. Βέβαια κάποιος µπορεί να ισχυρισθεί ότι όταν συµβεί µια 
µεγάλη πληµµύρα, αλλάζει η διατοµή στη θέση και άρα η πιθανότητα πρέπει 
να αλλάζει και αυτή από χρονιά σε χρονιά. Στο βαθµό που αυτό είναι αλήθεια, 
τότε το οµοίωµα για την πληµµυρική πιθανότητα είναι εσφαλµένο, αλλά και 
πάλι µπορεί να θεωρηθεί ότι ισχύει προσεγγιστικά. Ο αριθµός δοκιµών Ν, 
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στον οποίο συµβαίνει για πρώτη φορά ένα γεγονός έχει γεωµετρική κατανοµή. 
Η τελευταία δίνει την πιθανότητα πραγµατοποίησης γεγονότος για την m-
οστή φορά µετά από ακριβώς (m+n-1) δοκιµές Bernoulli µε πιθανότητα 
γεγονότος p. Είναι δε η εξής: 

 
   P (N=n) = PN (n) = pqn-1, n=1,2,…        (3.15) 

 
 
µε ιδιότητες µ = 1 /p και σ2 = q/p2. Με βάση αυτή τη θεωρητική προσέγγιση, 
ερωτήµατα όπως: Ποια είναι η πιθανότητα J να συµβεί τουλάχιστον µια φορά 
µια συγκεκριµένη πληµµύρα σχεδιασµού, π.χ. µε ετήσια πιθανότητα 
επισύµβασης (υπέρβασης) p = 1/100 (ο παρονοµαστής δηλώνει την περίοδο 
επαναφοράς Τ του γεγονότος) στα επόµενα n χρόνια ζωής του έργου, είναι 
απλό να απαντηθούν µε τη λογική των δοκιµών Bernoulli: Η πιθανότητα q να 
µη συµβεί καθόλου κάθε χρόνο είναι: q = 1 - p, η πιθανότητα J' να µη συµβεί 
καθόλου στα n χρόνια είναι: J'= (1-p)n  (λόγω ανεξαρτησίας των γεγονότων) 
άρα η πιθανότητα J να συµβεί τουλάχιστον µια φορά στα n χρόνια, που είναι 
η συµπληρωµατική της J', είναι η εξής: 
 

    
n

n

T
pJ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−−=

111)1(1               (3.16) 

 
Η πιθανότητα J λέγεται και διακινδύνευση σχεδιασµού για δεδοµένη 
πληµµύρα ετήσιας πιθανότητας υπέρβασης p ή περιόδου επαναφοράς Τ= 1/p. 
Η J της εξ.(3.16) είναι και η αθροιστική κατανοµή πιθανοτήτων της 
γεωµετρικής κατανοµής. 
 
 
3.3.3. Κατανοµή Poisson 

 
Σε µια στοχαστική διαδικασία Poisson τα γεγονότα συµβαίνουν τυχαία 

κατά τη διάρκεια του χρόνου t µε µέσο χρονικό ρυθµό άφιξης λ. Αν ισχύουν οι 
συνθήκες (α) µονιµότητας (η πιθανότητα ενός γεγονότος µέσα σε ένα µικρό 
χρονικό διάστηµα από t σε t + h είναι περίπου λh για κάθε t), (β) µη 
πολλαπλασιαστικότητας (η πιθανότητα δύο ή περισσοτέρων γεγονότων σε 
µικρό χρονικό διάστηµα είναι αµελητέα συγκρινόµενη µε το λh) και (γ) 
ανεξαρτησίας (ο αριθµός των γεγονότων σε κάθε διάστηµα είναι ανεξάρτητος 
του αριθµού κάθε άλλου χρονικού διαστήµατος που δεν συµπίπτει µε το 
προηγούµενο), τότε για κάθε διάστηµα t ο αριθµός των γεγονότων x που θα 
συµβεί έχει µια κατανοµή Poisson ως εξής: 
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= ,    x = 0,1,2,…             (3.17) 

 
όπου µ = σ2 = λt. Γενικά η κατανοµή Poisson (διακεκριµένη) δίνεται από την: 
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Έστω οι αθροιστικές κατανοµές ως εξής: 
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Στο Σχήµα 3.3 δίνεται σχηµατική η κατανοµή Poisson για διάφορα m. 
 
 

 
 

Σχήµα 3.3. Κατανοµή Poisson. 
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Η κατανοµή του χρόνου Τ µεταξύ των γεγονότων κατανοµής Poisson είναι 
εκθετική µε παράµετρο λ: 
 

t
T etf λλ −=)( ,    t ≥ 0                                (3.20) 

 
και παραµέτρους: µ=1/λ και σ2=1/λ2. 
 

Ο χρόνος tk µεταξύ k γεγονότων κατανοµής Poisson έχει κατανοµή γάµµα: 
 

)!1(
)()( 1

−
=

−
−

k
ettf

t
k

tk

λ

λλ ,   t ≥ 0                    (3.21) 

 
και παραµέτρους: µ = k/λ και σ2=k/λ2. Αν ο k δεν είναι ακέραιος τότε 
αντικαθίσταται το (k-1)!, µε το Γ(t) (γάµµα ολοκλήρωµα) στην εξ.(3.21). Στον 
Πίνακα Π-1 του παραρτήµατος στο τέλος του πρώτου µέρους του βιβλίου 
δίνεται η αθροιστική κατανοµή Poisson (µαζί µε την χ2 και τη γάµµα) ως: 
F(u), όπου u =(1/2)ν-1 (το ν στην πρώτη στήλη του πίνακα, µε µέσο όρο µ = 
m = 1/2χ2. Η είσοδος στον πίνακα για την κατανοµή Poisson γίνεται µε την 
τιµή m και ν = 2(u+1). 
 
 
3.3.4. Κανονική κατανοµή 

 
Η κανονική κατανοµή µεταβλητής x µε µέσο όρο µ και σκέδαση σ είναι η 

εξής: 
 

   
22 2/)(

2
1)( σµ

πσ
−−= xexp              (3.22) 

 

    dxexxP x∫
∞

∞−

−′−=′≤
22 2/)(

2
1)( σµ

πσ
                (3.23) 

 
 

και για διάφορες τιµές του σ δίνεται στο Σχήµα 3.4. 
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Σχήµα 3.4. Κανονική  κατανοµή. 
 
Η κανονική κατανοµή δίνεται συνήθως σε πίνακες (National Bureau of 

Standards, 1953) για αδιάστατους αριθµούς µε µηδέν µέσο όρο, δηλαδή για 
αριθµούς που έχει αφαιρεθεί ο µέσος όρος και έχουν διαιρεθεί µε την τυπική 
απόκλιση τους. Στον Πίνακα Π-2 του παραρτήµατος δίνεται η αθροιστική 
τυπική κανονική κατανοµή. Η χρήση πινάκων µπορεί όµως να αποφευχθεί 
µέσω της χρήσης διαφόρων προσεγγίσεων της κανονικής συνάρτησης 
κατανοµής που έχουν αναπτυχθεί και δίνονται στη βιβλιογραφία (Press και 
άλλοι, 1987· Stedinger και άλλοι, 1993). Η χρήση των προσεγγίσεων αυτών 
είναι πλεονεκτικότερη όταν οι υπολογισµοί γίνονται µε ηλεκτρονικό 
υπολογιστή. 
 
 
3.3.5. Λογαριθµική κανονική κατανοµή  (Aitchinson και Brown,  1957) 

 
Ο λογαριθµικός µετασχηµατισµός y = lnx ή y = ln (x-xo) χρησιµοποιείται 

συχνά για την κανονικοποίηση µιας σειράς x. Έτσι η κατανοµή µε 
παραµέτρους y  και yσ γίνεται: 
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2
1)( yyy

y

eyp σ

πσ
−−= , ∞<<∞− y                    (3.24) 

 
 ή µε βάση τα x (όταν x0=0 και η κατανοµή διπαραµετρική)  
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−−= ,         (Galton)                             (3.25) 
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Σχήµα 3.5. Λογαριθµική  κανονική κατανοµή. 

 
Η εξ.(3.25) αρχίζει στο µηδέν και δεν έχει όριο προς τα δεξιά όπως φαίνεται 
στο Σχήµα 3.5. 

Η λογαριθµική κανονική κατανοµή χρησιµοποιείται συνήθως στην 
κατανοµή πιθανοτήτων µεγίστων τιµών (π.χ. πληµµυρών) και θα περιγραφεί 
περισσότερο στο σχετικό Κεφ. 7. 
 
 
3.3.6. Κατανοµή γάµµα 
 

Η γάµµα κατανοµή έχει την εξής µορφή: 
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                          (3.26) 

 
και η αθροιστική κατανοµή, 

∫ ∫
′
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==′≤
x x

dxxpdxxpxxP
0

)()()(     (ατελής συνάρτηση γάµµα)     (3.27) 

 
µε ιδιότητες µ = b(α+1) και σ2=b2(α+1) (πίνακες της ατελούς γάµµα στον 
Hald, 1952). Σχηµατικά η κατανοµή γάµµα για διάφορες τιµές των 
παραµέτρων της φαίνεται στο Σχήµα 3.6. Η κατανοµή γάµµα χρησιµοποιείται 
και για να αναπαραστήσει την κατανοµή του χρόνου xk µέχρι την k δοκιµή (ή 
άφιξη) µιας διαδικασίας Poisson µε παραµέτρους k και λ όπως δίνεται στην 
εξ.(3.21). Στον Πίνακα Π-1 του παραρτήµατος δίνεται η αθροιστική γάµµα 
ως: 1 - F(y), όπου y = x2/2λ µε παραµέτρους k = ν/2 και λ. Η είσοδος στον 
Πίνακα Π-1 γίνεται µε ν = 2k και x2 = 2λy. 
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Σχήµα 3.6. Κατανοµή γάµµα. 

 
 

3.3.7. Κατανοµές Pearson. Λογαριθµική Pearson III 
 
Η γενική κατανοµή έχει τη µορφή: 

  
( ) ( )[ ]∫

= ∞−

+++
x

dxxbxbbxa

exP
2

210/

)(                                                                 (3.28) 
 

όπου α, b0, b1 και b2 είναι σταθερές. Τα κριτήρια για τον προσδιορισµό του 
τύπου της κατανοµής είναι: β1= 3

2
2
3 / µµ  και β2= 2

24 / µµ , όπου µ2, µ3, µ4 η 
δεύτερη, τρίτη και τέταρτη ροπή αντίστοιχα της µεταβλητής, ενώ 
χαρακτηριστικός είναι και ο δείκτης β που προκύπτει από τα β1 και β2 ως 
εξής: 
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β                                                   (3.29) 

 
Για β1 = 0, β2 = 3, β = 0 έχουµε την κανονική κατανοµή, όταν δε το β2 ≠ 3 
τότε έχουµε την Pearson τύπου II. Για β<0 έχουµε τον τύπο Ι, που είναι µια 
ασύµµετρη κατανοµή µε περιορισµούς και προς τις δύο κατευθύνσεις, 
συνήθως κωδωνοειδούς σχήµατος, που θα µπορούσε να είναι και σχήµατος J 
ή V. Η έκφραση της είναι: 
 

Τύπος Ι: 
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όπου:   m1 ή m2 = 
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και  

 

       
)1()1(

)2(
)( 21

21

21

21

21
0 21

21

+Γ+Γ
++Γ

++
=

+ mm
mm

mm
mm

aa
Np mm

mm

 

 
µε Ν τη συνολική συχνότητα. 

 
Η ασυµµετρία Pearson δίνεται από την: (β1

1/2/2)[(r+2)/(r-2)], ενώ οι 
ιδιότητες είναι:  µ = mode – (µ3 /2µ2)[(r+2)/(r-2)]  και σ2 = µ2.  

Για β = ∞ ή 2β2 - 3β1 + 6 προκύπτει η Pearson τύπου III, που είναι µια 
ασύµµετρη κατανοµή µε περιορισµούς προς τα αριστερά, συνήθως 
κωδωνοειδής, αλλά µπορεί να είναι και σχήµατος J. Η έκφραση της είναι: 
 

Τύπος III: 
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⎛ +=              (3.31) 

 
οπού:  
 

      c = 4/β1 – 1, α = c/2 (µ3/σ2),  
)1(
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0 +Γ
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Np c
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µε ασυµµετρία Pearson: β1

1/2/2  και ιδιότητες: µ = mode –µ3/2µ2 και σ2 = µ2. 
Στο Σχήµα 3.7 δίνονται οι κατανοµές Pearson τύπου III για διάφορα 

σχήµατα. 
Πολύ συχνά η κατανοµή Pearson III εφαρµόζεται στις ασύµµετρες σειρές 

µεγίστων που έχουν προέλθει από λογαριθµικό µετασχηµατισµό των µεγίστων 
ετήσιων πληµµυρικων παροχών. Η κατανοµή τότε λέγεται Λογαριθµική 
Pearson III (Log - Pearson III). Λεπτοµέρειες για την εφαρµογή αυτή θα 
δοθούν στο σχετικό Κεφ. 7. 
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Σχήµα 3.7. Κατανοµές Pearson. 
 
 
3.3.8. Θεωρία και ασυµπτωτικές κατανοµές ακραίων τιµών (Gumbel 

1954a, 1954b) 
 

Έστω ότι Υ είναι η µέγιστη τιµή των n τυχαίων µεταβλητών x1, x2 ,..., xn. 
Τότε η αθροιστική πιθανότητα: Ρ(Υ ≤ y) ισούται µε την αθροιστική 
πιθανότητα: Ρ (όλες οι η τιµές xi ≤ y). Για ανεξάρτητα µεταξύ τους xi, η 
πιθανότητα γίνεται:  

 
      FY(y) = P (Y ≤ y) = P(x1 ≤  y) P(x2 ≤ y) … P(xn ≤  y) =  

           = Fx1(y) Fx2 (y) … Fxn (y) = Fnxi (y)    (3.32)  
 
Αν τώρα fxi(y) είναι η κατανοµή της xi τότε: 
 
      FY(y) = dFY(y) / dy = nFxi

n-1 (y) fxi(y)                            (3.33) 
 

Φαίνεται από την εξ.(3.33) ότι η επίδραση της fxi(y) είναι πολύ µικρή. Γι’ αυτό 
δεν είναι αναγκαίο να ξέρει κανείς από πρώτα την ακριβή µορφή της 
κατανοµής της xi για να υπολογίσει τη µορφή της κατανοµής της y. Η 
αθροιστική Fxi(y) έχει σηµαντική επίδραση στα άκρα της κατανοµής των 
µεγίστων. 

Οι πιο γνωστές ασυµπτωτικές κατανοµές ακραίων τιµών είναι για τα 
µέγιστα η τύπου Ι (Gumbel) και η τύπου II, ενώ για τα ελάχιστα είναι η τύπου 
III (Weibull). 

 
Ο τύπος Ι (Gumbel). Η κατανοµή πιθανοτήτων είναι η εξής: 

 
)()()(

uxaeuxaaexp
−−−−−=  , ∞<<∞− x                    (3.34) 

 
και η αθροιστική: 
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x exxPxF
−′−−=′≤=′             (3.35) 

 
Οι παράµετροι της υπολογίζονται ως εξής:  

 
      u= µ - γ/α 

 
(γ η σταθερά Εuler = 0.57721). Το u είναι ο πιθανότερος µέσος όρος (mode) 
της µεταβλητής x, ενώ: 
 
     α = π/σ 6  
 
όπου µ και σ ο µέσος όρος και τυπική απόκλιση του µέγιστου x. Η 
ασυµµετρία της κατανοµής είναι γs = 1.139 δηλαδή έχει σταθερή τιµή. 
Περισσότερες λεπτοµέρειες για την κατανοµή και τη χάραξη της θα δοθούν 
στο σχετικό Κεφ. 7. 
 

Ο τύπος II.   Έχει την έκφραση:  
 

  ( )kxexXP ′−=′≤ /)( θ ,            0 ≤ x' < ∞                                                (3.36) 
 

όπου θ είναι η αναµενόµενη µέγιστη τιµή για ένα δείγµα µε n τιµές και k είναι 
τάξη της ροπής ανεξάρτητη από το n. 
 

Ο τύπος III (Weibull).  Έχει την εξής αθροιστική συνάρτηση: 
 

   
kx

exxP
⎥⎦
⎤

⎢⎣
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−
−′

−
=′≤ εθ

ε

)( ,             - ∞< x' ≤ ε          (3.37) 
 

όπου θ είναι χαρακτηριστική ελάχιστη τιµή µε πιθανότητα εµφάνισης: Ρθ =e-1 
και περίοδο επαναφοράς Τθ = 1.58198 και είναι η µικρότερη τιµή των 
ελαχίστων τιµών ενώ k είναι η τάξη της µικρότερης παραγώγου της 
κατανοµής που δεν εξαφανίζεται στο σηµείο x'=ε. Η κατανοµή αυτή 
εφαρµόζεται πολύ συχνά στην ανάλυση συχνότητας ξηρασιών (Berretoni, 
1962) (χάραξη καµπυλών διάρκειας-δριµύτητας ξηρασίας κ.λ.π.) που είναι 
αναγκαία στον υδρολογικό σχεδιασµό έργων διατήρησης της ποιότητας του 
νερού. Λεπτοµέρειες γι’ αυτή θα δοθούν στο σχετικό µε την ανάλυση ακραίων 
τιµών Κεφ. 7 αυτού του µέρους του βιβλίου και για το σχεδιασµό τέτοιων 
έργων στο Κεφ. 3 του δεύτερου µέρους του βιβλίου. 
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3.4. Μέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων κατανοµών 
 
Κατά την εκτίµηση των παραµέτρων των κατανοµών πρέπει να 

επιτυγχάνονται οι ακόλουθες ιδιότητες, (Markovic, 1965) όσον αφορά τον 
εκτιµητή θ̂  των παραµέτρων (δηλαδή το στατιστικό εκείνο χαρακτηριστικό 
που υπολογίζεται από το δείγµα της µεταβλητής και µε βάση το οποίο γίνεται 
η εκτίµηση των παραµέτρων). 

 
— Η πιθανότητα να είναι η απόλυτη τιµή της διαφοράς του εκτιµητή θ̂  από 

την πραγµατική τιµή θ του πληθυσµού της µεταβλητής µικρότερη από 
κάθε µικρή ποσότητα ε, πρέπει να πλησιάζει τη µονάδα όσο το µέγεθος 
του δείγµατος της µεταβλητής πλησιάζει το άπειρο: p(│θ̂ -θ│< ε)→ 1, 
n→∞.  

— Η αναµενόµενη τιµή του εκτιµητή θ̂  πρέπει να είναι ίση µε την τιµή θ από 
τον πληθυσµό: Ε(θ̂ ) = θ, ενώ σαν απόκλιση ορίζεται η ποσότητα: Ε(θ̂ )-
θ. 

— Ανάµεσα στις πιθανές τιµές του εκτιµητή θ̂ , εκείνη µε την ελάχιστη 
απόκλιση θ, πρέπει να έχει την µικρότερη σκέδαση όλων. 

 
∆ύο είναι οι πιο γνωστές µέθοδοι υπολογισµού των παραµέτρων: η 

µέθοδος των ροπών και η µέθοδος της µέγιστης πιθανότητας (Cramer, 1946· 
Brunk, 1960· Beard, 1962· Lindgren και McElrath, 1966). Ωστόσο και άλλες 
µέθοδοι όπως η µέθοδος της µέγιστης εντροπίας ή η µέθοδος των L-ροπών 
(Stedinger και άλλοι, 1993) έχουν συχνά χρησιµοποιηθεί στην Τεχνική 
Υδρολογία.  

 
Η µέθοδος των ροπών. Σύµφωνα µ’ αυτή οι παράµετροι της κατανοµής 

εκτιµώνται από τις στατιστικές ροπές του δείγµατος της µεταβλητής. Έτσι για 
τις δι-παραµετρικές κατανοµές ο µέσος όρος και η σκέδαση του δείγµατος 
είναι οι δύο εκτιµητές για τον υπολογισµό των παραµέτρων. 

Οι στατιστικοί αυτοί εκτιµητές από το δείγµα δεν έχουν µια µονοσήµαντη 
τιµή, αλλά αν κανείς σκεφθεί ότι µπορεί να πάρει πολλά δείγµατα (π.χ. m τον 
αριθµό δείγµατα x1, x2,...,xn) από τον πληθυσµό µιας µεταβλητής, θα δει ότι 
αποτελούν οι ίδιοι οι εκτιµητές τυχαίες µεταβλητές που έχουν µια 
συγκεκριµένη κατανοµή πιθανοτήτων, µέσο όρο, σκέδαση κ.λ.π. Ένα µέτρο 
του µέσου µεγέθους του τυχαίου σφάλµατος που συνοδεύει τον εκτιµητή του 
µέσου όρου µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι η αναµενόµενη τιµή του τετραγώνου 
του σφάλµατος εκτίµησης ( x -mx) όπου, x  είναι ο τυχαίος µέσος όρος του 
δείγµατος και mx η µέση τιµή του (µέσος όρος των µέσων όρων x  για όλες 
τις πιθανές δειγµατοληψίες). Ο µέσος όρος mx του µεταβλητού µέσου όρου x  
του δείγµατος βρίσκεται ως εξής: 
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Με άλλα λόγια, η αναµενόµενη τιµή του δειγµατικού µέσου όρου x  είναι ίση 
µε το µέσο όρο της µεταβλητής x. 
Αποδεικνύεται ακόµα (Benjamin και Cornell, 1970) ότι η σκέδαση 2

xσ  των 
µέσων όρων από τις πιθανές δειγµατικές σειρές ενός πληθυσµού ισούται µε 
την τυχαία σκέδαση 2

xσ , του δείγµατος (και άρα του πληθυσµού σ2) 
διαιρεµένη δια του πλήθους των τιµών του δείγµατος n: 
 

  
nn xx

2
22 1 σσσ ==                                                                               (3.39) 

 
Οι στατιστικές τιµές του όρου mx και της τυπικής απόκλισης xσ  είναι 
ανεξάρτητες από την κατανοµή πιθανοτήτων του µέσου όρου x  και είναι 
αρκετές για να απαντήσουν πολλές ερωτήσεις σχετικά µε τον εκτιµητή µέσο 
όρο x . Πάντως µπορεί να λεχθεί ότι ο εκτιµητής x  θα κυµαίνεται µέσα σε 
συγκεκριµένα όρια, όπως: mx ± k xσ , όπου k θετικός αριθµός. Τα όρια αυτά 
µικραίνουν όσο το µέγεθος του δείγµατος µεγαλώνει.  

Η σκέδαση τώρα του δείγµατος µε µέσο όρο x  ισούται µε: 
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i xx
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                       (3.40) 

 
Παίρνοντας αναµενόµενες τιµές και στα δύο µέλη της εξ.(3.40) και αναπτύσ-
σοντάς την προκύπτει: 
 

      22 1][ xn
nSE σ−

=            (3.41) 

 
Άρα η αναµενόµενη τιµή της δεύτερης κεντρικής ροπής του δείγµατος Ε[S2] 
δεν είναι ίση µε τη δεύτερη κεντρική ροπή της κατανοµής πιθανότητας σ2 
αφού, για πολλά δείγµατα, ο µέσος όρος της S2 δεν εξισώνεται µε την τιµή 
(τυχαία) της σ2 της οποίας υποτίθεται ότι είναι εκτιµητής, αλλά είναι κατά 
κάτι µικρότερος. Εκτιµητές όπως το S2, των οποίων οι αναµενόµενες τιµές δεν 
είναι ίσες µε την παράµετρο που εκτιµούν λέγονται εκτιµητές µε απόκλιση 
(biased estimators). Η διόρθωση που γίνεται για εκτιµητή S2* χωρίς απόκλιση 
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είναι η εξής: 
 

2*2

1
S

n
nS
−

=                                      (3.42) 

 
Αυτός είναι ο λόγος της διόρθωσης που γίνεται στις δεύτερες (και κατ’ 
αναλογία στις τρίτες κ.λ.π.) ροπές για µικρά κυρίως δείγµατα (ιδέ παρ. 3.2). 
 
Η µέθοδος της µέγιστης πιθανότητας. Η συνάρτηση L (likehood) 

χρησιµοποιείται για την εκτίµηση παραµέτρων. Ο κανόνας για να αποκτηθεί 
είναι: 

Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανότητας του θ είναι η τιµή θ̂  που κάνει την 
συνάρτηση πιθανότητας L µέγιστη. Η συνάρτηση L εξαρτάται από την 
παράµετρο θ και τη µεταβλητή xi: 
 

      L = f (xi, θ)            (3.43) 
 
Για τη συνθήκη µεγιστοποίησης τίθεται η πρώτη παράγωγος της L ως προς θ 
ίση µε µηδέν και η εξίσωση που προκύπτει λύνεται ως προς θ: 
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Από την εξ.(3.44) για m παραµέτρους θ προκύπτουν m εξισώσεις για να 
λυθούν και να δώσουν m εκτιµητές παραµέτρων θ̂ . Οι ιδιότητες του εκτιµητή 
θ̂  έχουν µελετηθεί πολύ. Έχει βρεθεί ότι έχουν περίπου κανονική κατανοµή 
(για µεγάλα δείγµατα). Οι µέσοι όροι τους είναι (ασυµπτωτικά) ίσοι µε τις 
τιµές της αληθινής παραµέτρου θ, δηλαδή αυτοί οι εκτιµητές δεν έχουν 
απόκλιση (bias). Επίσης έχει δειχθεί (Freeman, 1963) ότι έχουν (ασυµπτωτικά 
τουλάχιστον) όλες τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν στην αρχή. Έτσι, για 
µεγάλα δείγµατα θα µπορούσε κανείς να πει ότι η µέθοδος αυτή είναι πιο 
ενδεδειγµένη. Στον Πίνακα 3.1 δίνονται οι κατανοµές: Κανονική, 
Τριπαραµετρική Λογαριθµική - Κανονική, Τριπαραµετρική Γάµµα και 
Pearson IV, και ο τρόπος εκτίµησης των παραµέτρων τους µε τη µέθοδο 
µέγιστης πιθανότητας. 
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Πίνακας 3.1: Κατανοµές πιθανοτήτων και εκτίµηση παραµέτρων τους 
 
 
 



 353

Πίνακας 3.1: (συνέχεια) 
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3.5. ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης 
 
Η ατελής γνώση των παραµέτρων των κατανοµών και η εκτίµηση τους 

από δειγµατικές παραµέτρους που είναι οι ίδιες µεταβλητές, απαιτούν την 
ύπαρξη κάποιου ποσοτικού µέτρου της αβεβαιότητας αυτής που συνδέεται µε 
κάθε εκτίµηση. Το µέτρο αυτό δίνεται από τα διαστήµατα εµπιστοσύνης που 
περιβάλλουν και από τις δύο κατευθύνσεις (θετική και αρνητική) την κάθε 
εκτίµηση παραµέτρων ή κατανοµών. Ο αριθµός που ποσοτικοποιεί το άνοιγµα 
αυτών των διαστηµάτων λέγεται συντελεστής ή επίπεδο εµπιστοσύνης. 

 
∆ιάστηµα εµπιστοσύνης µέσου όρου. Το διάστηµα εµπιστοσύνης για το 

µέσο όρο µ του πληθυσµού µιας κανονικής µεταβλητής µε γνωστή τυπική 
απόκλιση σ προκύπτει από τη γνώση της κατανοµής των µέσων όρων x  των 
(m τον αριθµό) πιθανών δειγµάτων ή τιµών από τον πληθυσµό. Αυτή η 
κατανοµή έχει βρεθεί ότι είναι κανονική µε µέση τιµή ίση µε µ και τυπική 
απόκλιση ίση µε n/σ . Έτσι, η πιθανότητα Ρ να είναι το x  στα όρια: 

 

      
n

kx
n

k σµσµ +<<−             (3.45) 

 
όπου k θετικός αριθµός, προκύπτει από την εµβαδοµέτρηση της κανονικής 
κατανοµής πιθανότητας του x  ως εξής: 
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                                 (3.46) 

 
όπου t η τυποποιηµένη κανονική µεταβλητή που προκύπτει από τη x . 
Συνεπώς, το διάστηµα εµπιστοσύνης µε πιθανότητα p για το µέσο όρο µ είναι 
το εξής: 
 

      
n

kx
n

kx σµσ
+<<−             (3.47) 

 
Ας υποτεθεί τώρα ότι και πάλι η µεταβλητή είναι κανονική αλλά η τυπική 
απόκλιση σ είναι άγνωστη. Ένα δείγµα από τον πληθυσµό έχει µέσο όρο x  
και τυπική απόκλιση S. Η ποσότητα: Sxnt /)(1 µ−−=  έχει κατανοµή 
Student t: fν(t), µε ν = n -1 βαθµούς ελευθερίας (η κατανοµή t περιγράφεται σε 
όλα τα στατιστικά εγχειρίδια) οπότε βρίσκεται ένα te τέτοιο ώστε: 
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∫ −==
et
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1)(2 εν                                          (3.48) 

 
Τότε σε ποσοστό p των δειγµάτων ισχύει: 
 
     ee tSxnt ≤−−≤− /)(1 µ  
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x ee µ                      (3.49) 

 
που είναι το διάστηµα εµπιστοσύνης για τον µέσο όρο µ. Για δοσµένη 
πιθανότητα ε προκύπτει µια τιµή του te από πίνακες της κατανοµής t 
(Benjamin και Cornell, 1970). Η αθροιστική κατανοµή t δίνεται στον Πίνακα 
Π-3 του παραρτήµατος. 
 

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης σκέδασης. ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης πάνω στη 
σκέδαση σ2 µιας κανονικά κατανεµηµένης µεταβλητής µπορούν να 
υπολογισθούν όταν η κατανοµή της δειγµατικής εκτίµησης S2 είναι γνωστή. 
Είναι γνωστό ότι για δείγµα xi µήκους n και µέσου όρου x  ισχύει η εξ.(3.40) 
για τη σκέδαση S2. Προσθέτοντας και αφαιρώντας το mx (µέσος όρος των x ) 
και αναπτύσσοντας τα τετράγωνα στην εξίσωση αυτή, προκύπτει: 
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Πολλαπλασιάζοντας επί n/σ2  προκύπτει:  
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Ο πρώτος όρος δεξιά είναι το άθροισµα τετραγώνων n ανεξάρτητων 
κανονικών τυχαίων µεταβλητών, κάθε µια µε µηδέν µέσο όρο και µοναδιαία 
τυπική απόκλιση. Αυτό το άθροισµα έχει τη γνωστή κατανοµή χ2 µε n 
βαθµούς ελευθερίας (Benjamin και Cornell, 1970) (η κατανοµή χ2 δίνεται σε 
όλα τα στατιστικά εγχειρίδια και εδώ στον Πίνακα Π-1 ως: 1 - F(χ2) µε ν 
βαθµούς ελευθερίας). Ο δεύτερος όρος είναι το άθροισµα τετραγώνων 
τυπικών κανονικών µεταβλητών (αφού το x  είναι: )/1,( nmN x σ  κανονική 
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µεταβλητή. Άρα και αυτή έχει µια χ2 κατανοµή µε 1 βαθµό ελευθερίας. Η 
εξ.(3.51) ξαναγράφεται ως εξής: 
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Με βάση αυτή την εξίσωση µια χ2 κατανεµηµένη µεταβλητή µε η βαθµούς 
ελευθερίας (αριστερό µέλος) είναι το άθροισµα της µεταβλητής nS2/σ2 και 
µιας χ2 µεταβλητής µε 1 βαθµό ελευθερίας. Άρα είναι µάλλον αναµενόµενο 
ότι και η nS2/σ2 είναι χ2-κατανεµηµένη µε (n-1) βαθµούς ελευθερίας (έτσι 
ώστε να εξισώνονται οι βαθµοί ελευθερίας στα δύο µέλη της εξ.(3.52)). Άρα η 
πιθανότητα Ρ υπέρβασης κάποιας τιµής χ2 1-α, n-1 στην πιθανότητα α είναι: 
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           (3.53) 

 
Ανακατατάσσοντας την εξ.(3.53) προκύπτει το όριο (προς µια κατεύθυνση) 
για το σ2  στο (1-α)100% επίπεδο εµπιστοσύνης ως εξής: 
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Όπου για κάθε α αντιστοιχεί µια τιµή χ2

1-α, n-1 που βρίσκεται από τον Πίνακα 
Π-1.  
 

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης κατανοµής. Πολλές φορές είναι επιθυµητό να 
αποκτηθούν τα διαστήµατα εµπιστοσύνης στην κατανοµή που εµπεριέχει τις 
παραµέτρους για τις οποίες έχουν βρεθεί τα διαστήµατα εµπιστοσύνης. Αυτά 
βρίσκονται εύκολα µε βάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης των παραµέτρων 
τους (Benjamin και Cornell, 1970, σελ. 391). Έτσι π.χ., εάν για την κανονική 
κατανοµή µιας µεταβλητής x, για το (µεταβλητό) δειγµατικό µέσο όρο της x  
ισχύει η εξ.(3.45) για διάστηµα εµπιστοσύνης σε επίπεδο p, τότε είναι 
προφανές ότι για την τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1) της: y = (x - µ)/σ 
δηλαδή την 2/2

2/1)( yeyf −= π  , +∞<<∞− y , θα πρέπει µε την ίδια 
πιθανότητα p να ισχύουν τα διαστήµατα: 
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       -k < y < + k 
         
και άρα                                                                                                     (3.55) 

 
       µ - kσ < x < µ + kσ 
 
Μερικές χρήσιµες τιµές για τα διαστήµατα εµπιστοσύνης της κανονικής 
κατανοµής είναι: 
 

k P (-k<y<+k) α (συµπληρωµατική πιθανότητα) 
1.00 
1.96 
2.00 
2.58 
3.00 

0.683 
0.950 
0.954 
0.990 
0.997 

0.317 
0.050 
0.046 
0.010 
0.003 

 
σχηµατικά δε δίνονται στο Σχήµα 3.8. 
 

 
 

Σχήµα 3.8. Επίπεδα εµπιστοσύνης κανονικής κατανοµής. 
 
 
3.6.  Έλεγχος καταλληλότητας κατανοµών 

 
Μετά την προσαρµογή στο εµπειρικό ιστόγραµµα κάποιου δείγµατος 

µεταβλητής, µιας ή περισσοτέρων θεωρητικών κατανοµών πιθανοτήτων, 
πρέπει να γίνει έλεγχος της καταλληλότητας της ή των κατανοµών. Στην 
περίπτωση µάλιστα περισσοτέρων της µιας, πρέπει να δοθεί και απάντηση στο 
ερώτηµα ποια κατανοµή προσαρµόζει καλύτερα στα ιστορικά δεδοµένα. Ο 
έλεγχος της καταλληλότητας µιας κατανοµής βασίζεται στη θεωρία των 
υποθέσεων (Freund και άλλοι, 1988· Papoulis, 1990· Hirsch και άλλοι, 1993). 
Πιο συγκεκριµένα, γίνεται έλεγχος της υπόθεσης ότι η προσαρµοζόµενη στο 
δείγµα κατανοµή είναι κατάλληλη για να το περιγράψει, µέσω µιας 
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διαδικασίας (στατιστικό τεστ) που οδηγεί είτε στην αποδοχή είτε στην 
απόρριψη αυτής της υπόθεσης. Από τα πιο γνωστά στατιστικά τεστ είναι το 
τεστ χ2 και το τεστ Kolmogorov - Smirnov. 
 
 
3.6.1. χ2-τεστ 

 
Βασίζεται στον έλεγχο των αποκλίσεων µεταξύ του ιστογράµµατος και 

των τιµών που προβλέπονται από τη θεωρητική κατανοµή (Mann και Wald, 
1942). Έστω µια διακεκριµένη µεταβλητή x, της οποίας γίνεται µια τυχαία 
δειγµατοληψία n φορές. Η κατανοµή του αριθµού Νi των παρατηρήσεων (της 
κάθε τιµής xi του δείγµατος) είναι διωνυµική µε µέσο όρο και σκέδαση 
σύµφωνα µε τις ιδιότητες της διωνυµικής κατανοµής: 
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Η τυποποιηµένη τυχαία απόκλιση D από το µέσο όρο της µεταβλητής Νi είναι 
κατανεµηµένη µε την τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1): 
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Βρίσκεται δε (Benjamin και Cornell, 1970, παρ. 4.4.2) ότι το άθροισµα των 
τετραγώνων Dk: 
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είναι κατανεµηµένο µε την κατανοµή χ2 µε k – 1 – r βαθµούς ελευθερίας όπου 
r ο αριθµός των παραµέτρων της κατανοµής. 

Από τους σχετικούς πίνακες της κατανοµής χ2 (Πίνακας Π-1) µπορεί 
κανείς εύκολα να βρει την πιθανότητα: Ρ [Dk ≥ χ2

α, k-1-r] = α. Με βάση αυτά, η 
διαδικασία για το τεστ χ2  είναι η εξής: 

 
— Εκτιµούνται οι r παράµετροι της προσαρµοζόµενης κατανοµής (π.χ. µε τη 

µέθοδο της µέγιστης πιθανότητας). 
 
— Χωρίζεται το δείγµα των στοιχείων σε k κλάσεις και προσδιορίζεται η 

πιθανότητα pi µιας τυχαίας τιµής από τη θεωρητική κατανοµή να πέσει 
µέσα σε κάθε κλάση (τουλάχιστον µια παρατήρηση σε κάθε κλάση). 
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— Πολλαπλασιάζεται η πιθανότητα pi µε το µέγεθος του δείγµατος n. 
Προκύπτει έτσι ο αναµενόµενος (θεωρητικός) αριθµός Ei παρατηρήσεων 
για κάθε κλάση µε τη συγκεκριµένη κατανοµή: Ei = npi. 

 
— Μετρούνται οι πραγµατικές παρατηρήσεις Νi από το δείγµα που πέφτουν 

µέσα σε κάθε κλάση. 

— Υπολογίζεται η στατιστική παράµετρος  ∑
=

−=
k

i
iii EEN

1

22 /)(χ . 

— Συγκρίνεται αυτή η τιµή χ2 µε την τιµή που προκύπτει από τους πίνακες χ2 
(Πίνακας Π- 1) για k – r – 1 βαθµούς ελευθερίας και για συγκεκριµένη 
πιθανότητα. Υψηλές τιµές χ2 δείχνουν ότι τα στοιχεία αντιτίθενται στο 
οµοίωµα. 

 
— Η υπόθεση για καταλληλότητα της κατανοµής απορρίπτεται αν η 

υπολογισµένη τιµή χ2 πέφτει µέσα στην κρίσιµη ζώνη που ορίζεται από το 
επίπεδο εµπιστοσύνης  10% ή 5%. 

 
Παράδειγµα χ2-τεστ 
 

Έστω τα στοιχεία βροχής σε αριθµό σταθµών που δίνονται στον Πίνακα 
3.2. Με την υπόθεση ότι οι καταιγίδες συµβαίνουν σ’ αυτούς τους 
ανεξάρτητους σταθµούς µε µέσο ρυθµό επισύµβασης µιας το χρόνο και ότι 
κατανέµονται κατά Poisson (Benjamin και Cornell, 1970), τότε ο αριθµός των 
αφίξεων βροχής Χ για κάθε χρόνο σε κάθε σταθµό είναι κατανεµηµένος κατά 
Poisson µε µέσο όρο ίσο µε 1 ως εξής: 
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Οι αναµενόµενες τιµές παρατηρήσεων (από την κατανοµή Poisson) κάθε 
τιµής x σε ένα δείγµα µε µέγεθος n = 360 φαίνονται στη στήλη (3) του Πίνακα 
3.2. Αφαιρώντας κάθε αναµενόµενη τιµή από την παρατηρηµένη, υψώνοντας 
στο τετράγωνο και διαιρώντας µε τον αναµενόµενο αριθµό, αποκτώνται οι 
τυποποιηµένες τετραγωνικές τυχαίες αποκλίσεις στη στήλη (4) του πίνακα. Οι 
δύο τελευταίες κατηγορίες έχουν υπολογισθεί µαζί, για να προσαρµοσθεί 
καλύτερα η κατανοµή των στατιστικών τεστ στην κατανοµή χ2 (ο µικρότερος 
αριθµός παρατηρήσεων σε κάθε κλάση πρέπει να είναι µεταξύ 5 ÷ 10, πάντως 
έχει βρεθεί ότι και µικρότεροι αριθµοί γύρω στο 2, δίνουν καλά 
αποτελέσµατα). Η παράµετρος Dk=19.04 από τον πίνακα είναι κατανεµηµένη 
κατά χ2 µε 5 βαθµούς ελευθερίας  (k – r – 1 = 7 – 1 – 1 = 5). Η πιθανότητα της 
τιµής χ2 = 19.04 (από το σχετικό Πίνακα Π-1) είναι µικρότερη από 0.05. Πιο 
συγκεκριµένα για επίπεδο 5% ισχύει: 
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      χ2

0.05,5 = 11.1 
 
Άρα Dk = 19.04 ≥ χ2

0.05,5 = 11.1, υπόθεση καταλληλότητας της Poisson µε λ=1 
θα πρέπει να απορριφθεί στο επίπεδο 5%. Αν τώρα η κατανοµή διορθωθεί µε 
λ = x  = 1.18 που είναι ο παρατηρηµένος µέσος όρος αφίξεων καταιγίδων 
στην περιοχή των σταθµών τότε όπως φαίνεται από τις στήλες (5) και (6) του 
Πίνακα 3.2 η υπόθεση περνάει στο 5% αφού: Dk = 2.60 < 9.49 = χ2 

0.05,4 (εδώ 
παίρνονται 4 βαθµοί ελευθερίας µε την σύµπτυξη των κλάσεων σε k = 6). 
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Κεφάλαιο   7 
 

Στατιστική Ανάλυση  
Ακραίων Υδρολογικών Τιµών 

 
 
 
 

Οι ακραίες τιµές υδρολογικών µεταβλητών, δηλαδή οι µέγιστες και 
ελάχιστες παρατηρηµένες τιµές µιας µεταβλητής καθ’ όλη τη διάρκεια της 
δειγµατοληψίας της, παίζουν πολύ σηµαντικό ρόλο στο σχεδιασµό των 
υδατικών συστηµάτων. Οι µέθοδοι ανάλυσης αυτών των ακραίων τιµών 
διακρίνονται σε προσδιοριστικές, στατιστικές - πιθανολογικές και στοχαστικές. 
Το βασικό πρόβληµα στο σχεδιασµό ενός έργου που σχετίζεται µε τις ακραίες 
τιµές είναι η διακινδύνευση, δηλαδή η πιθανότητα εµφάνισης ή υπέρβασης της 
κρίσιµης για το σχεδιασµό ακραίας τιµής τουλάχιστον µια φορά µέσα σε 
συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Γι’ αυτό και οι στατιστικές, ιδιαίτερα οι 
πιθανολογικές µέθοδοι, είναι εκείνες που περισσότερο χρησιµοποιούνται για την 
ανάλυση των ακραίων τιµών. Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιασθούν τα πιο 
γνωστά πιθανολογικά οµοιώµατα ανάλυσης ακραίων τιµών, κυρίως παροχών 
(πληµµυρών και ξηρασιών), όπως και η κατασκευή οµβρίων καµπυλών που 
προκύπτει από την ανάλυση συχνότητας της βροχής. Επίσης, θα αναφερθούν 
και εντοπικά οµοιώµατα ανάλυσης συχνότητας πληµµυρών. 
 
 
7.1. Γενικά 
 

Τα ακραία γεγονότα µέσα σε µια υδρολογική χρονοσειρά θεωρούνται ότι 
αποτελούν µια ιδιαίτερη κατηγορία µέσα σε όλες τις άλλες τιµές της 
µεταβλητής. Έτσι από µια σειρά ηµερήσιων παροχών n-ετών µπορεί 
κανείς να ξεχωρίσει τις µέγιστες τιµές σε κάθε χρόνο της σειράς, και έτσι να 
αποκτήσει µια σειρά n µεγίστων ετησίων τιµών παροχών, η οποία 
αναλύεται ξεχωριστά από τις υπόλοιπες. Το ίδιο µπορεί να γίνει και για τις 
βροχές ενός σταθµού ή µιας λεκάνης (µέσες τιµές) φυσικά χωριστά για κάθε 
επιθυµητή διάρκεια βροχής (π.χ. 5,10,30 λεπτών ή 1,12,24 κ.λ.π. ωρών). 
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Εκτός από τις ετήσιες τιµές µεγίστων, και ιδιαίτερα όταν αυτές οι τιµές δεν 
είναι αρκετές για ανάλυση, µπορεί κανείς να ξεχωρίσει mi = 1,2,…, m 
τον αριθµό µέγιστες τιµές παροχών για ένα χρόνο i. Οι τιµές αυτές είναι 
µεγαλύτερες ή ίσες από κάποια οριακή τιµή, η οποία καθορίζεται έτσι ώστε αφ’ 
ενός να επιτευχθεί ένα επιθυµητό mi και αφ’ ετέρου το µέγεθος αυτό να είναι 
συµβατό µε τις ανάγκες του πληµµυρικού σχεδιασµού. Η σειρά των µεγίστων 
που προκύπτει έτσι λέγεται σειρά µερικής διάρκειας.  

Τα πιο γνωστά οµοιώµατα πιθανολογικής ανάλυσης µεγίστων ετησίων τιµών 
είναι η ασυµπτωτική κατανοµή ακραίων τιµών τύπου Ι – Gumbel, η λογαριθµική 
κανονική κατανοµή και οι κατανοµές Pearson III. Γενικός κανόνας-υπόδειξη 
που να καθορίζει ποια από τις γνωστές κατανοµές µεγίστων τιµών είναι η 
καλύτερη δεν έχει µέχρι στιγµής βρεθεί. Έχουν γίνει πολλές προσπάθειες και 
έχουν γραφεί πολλές εργασίες πάνω στο θέµα αυτό προτείνοντας τη µια ή την 
άλλη µέθοδο ανάλογα µε το µήκος της σειράς, την ασυµµετρία κ.λ.π. (Tennessee 
Valley Authority, 1961· Majumbar και Sawhney, 1965· Benson, 1968· Wallis, 1976· 
Kottegoda, 1980). Για παράδειγµα, από την Υδρολογική Επιτροπή του 
Συµβουλίου Υδατικών Πόρων των Η.Π.Α. εφαρµόσθηκαν έξι κατανοµές σε 
πληµµυρικές σειρές µήκους από 40 έως 97 χρόνια σε 10 επιλεγµένους σταθµούς 
και έγινε η σύγκριση µεταξύ τους (Benson, 1968). Οι κατανοµές ήταν: η Gumbel 
(τύπος Ι), η λογαριθµική Gumbel (διπαραµετρική τύπου II), η διπαραµετρική 
γάµµα, η λογαριθµική Ρearson III, η λογαριθµική κανονική και η λογαριθµική 
κανονική τροποποιηµένη µε τη µέθοδο Hazen. Η επιτροπή µετά από 
συγκριτική ανάλυση των στοιχείων πρότεινε τη χρήση της λογαριθµικής 
Ρearson III (της οποίας η λογαριθµική κανονική είναι µια ειδική οριακή 
περίπτωση µε µηδενική ασυµµετρία), µε την επιφύλαξη, ότι όταν τα στοιχεία 
δείχνουν σηµαντικές αποκλίσεις από αυτήν τότε θα πρέπει να αναζητηθεί η 
κατανοµή µε τη βέλτιστη προσαρµογή. Το Συµβούλιο Υδατικών Πόρων των 
ΗΠΑ δηµοσίευσε το 1967 (WRC, 1967) την έκθεση αρ. 15 που συστήνει στις 
διάφορες υπηρεσίες να χρησιµοποιούν µια οµοιόµορφη τεχνική ανάλυσης 
πληµµυρών, που βασίζεται ακριβώς στη χρήση της λογαριθµικής Pearson πάνω 
στις ετήσιες σειρές µεγίστων παροχών. Στη συνέχεια µε τις εκθέσεις 17 (WRC, 
1976), 17Α (WRC, 1977) και 17Β (WRC, 1981) βελτίωσε την τεχνική 
υπολογισµού, µε χρήση εντοπικής ανάλυσης για τον υπολογισµό της 
ασυµµετρίας, για την αντιµετώπιση των ιδιαίτερα υψηλών («ασύµφωνων») 
τιµών του δείγµατος των µεγίστων κ.λ.π., αλλά πάντα προτείνοντας για χρήση 
την λογαριθµική Ρearson III κατανοµή.  

Ωστόσο υπάρχουν και άλλες εργασίες, όπως αυτή του φυσικού 
περιβαλλοντικού Συµβουλίου Ερευνών (Ν.Ε.R.C., 1975) που µε παρόµοιας µε 
την προηγούµενη έκτασης εργασία προτείνει την τύπου II ασυµπτωτική 
συνάρτηση ακραίων τιµών εξ.(3.36). Ένα ακόµη σηµαντικό πρόβληµα της 
ανάλυσης µεγίστων (και ελαχίστων), που επηρεάζει την επιλογή της κατάλληλης 
κατανοµής και που όµως δεν έχει ακόµα αντιµετωπισθεί σε γενική και σαφή 
θεωρητική βάση, είναι η ύπαρξη µέσα στο δείγµα των ακραίων τιµών µιας ή 
περισσοτέρων «ασύµφωνων» τιµών, δηλαδή ιδιαίτερα υψηλών (ή χαµηλών) 
τιµών σε σχέση µε τις άλλες. Οπότε προκύπτουν τα ερωτήµατα αν και κατά 
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πόσο θα πρέπει να συµπεριληφθεί η τιµή αυτή µέσα στο δείγµα (δηλαδή αν 
ανήκει στον ίδιο πληθυσµό µε τις άλλες ή όχι) και τι επιπτώσεις θα έχει η µια ή 
η άλλη ενέργεια. Συνήθως η λύση δίνεται στη βάση της προσωπικής εµπειρίας 
του µελετητή και των στοιχείων που διατίθενται για τη φυσική εξήγηση των 
αιτίων του «ασύµφωνου» γεγονότος. Πάντως, είναι γεγονός ότι ιδιαίτερα στις 
περιπτώσεις που αφορούν την αντιπληµµυρική προστασία των µεγάλων 
αναπτυξιακών έργων (φράγµατα κ.λ.π.), όπου τα ζητούµενα µεγέθη είναι πολύ 
µικρής συχνότητας και χρειάζεται ιδιαίτερα µεγάλη επέκταση του συνήθως 
περιορισµένου δείγµατος των ιστορικών στοιχείων που υπάρχουν, θα πρέπει 
να δίνεται ιδιαίτερη προσοχή στην επιλογή της κατάλληλης κατανοµής (να 
γίνονται δηλαδή τεστ καταλληλότητας κ.λ.π.) δεδοµένου ότι οι διαφορές των 
κατανοµών στους καθοδικούς κλάδους, και άρα η διαφορά τους στις επεκτάσεις, 
είναι σηµαντικές. Όταν χρησιµοποιούνται γραφικές µέθοδοι θα πρέπει να 
δίνεται σηµασία στη µέθοδο εκτίµησης της σχεδιαστικής θέσης κάθε 
σηµείου σε σχέση µε την περίοδο επαναφοράς του (Stripp και Young 1971). 
Αν παρ’ όλα αυτά εξακολουθούν να υπάρχουν αµφιβολίες, τότε συνιστάται η 
χρήση της µέγιστης πιθανής πληµµύρας που προκύπτει από τη χρήση της 
µέγιστης πιθανής καταιγίδας (δες παράγραφο 2.2.10) και του µοναδιαίου 
υδρογραφήµατος στη θέση σχεδιασµού. 
       Ιδιαίτερα προβλήµατα ανάλυσης συχνοτήτων ακραίων τιµών 
παρουσιάζονται όταν στη θέση που προγραµµατίζεται ένα έργο δεν 
υπάρχουν ιστορικά στοιχεία µετρήσεων. Σε αυτές τις περιπτώσεις συνήθως 
χρησιµοποιούνται εντοπικές µέθοδοι που συνδέουν την αναµενόµενη τιµή της 
µεταβλητής συγκεκριµένης συχνότητας µε διάφορα κλιµατικά και 
γεωµορφολογικά χαρακτηριστικά της λεκάνης απορροής. Με τα οµοιώµατα αυτά 
γίνεται η µεταφορά της πληροφορίας από τις θέσεις µετρήσεως σε άλλες χωρίς 
µετρήσεις µε την προϋπόθεση φυσικά της υδρολογικής οµοιογένειας. Τέλος, 
στις περιπτώσεις εκείνες του σχεδιασµού που χρειάζεται όχι µόνο η 
πληροφορία του µεγέθους της πληµµύρας σχεδιασµού, αλλά και η ακριβής 
συνάρτηση της στο χρόνο, χρησιµοποιούνται στοχαστικά οµοιώµατα 
πληµµυρών (Τodorovic, 1978). 
 
 
7.2. Ασυµπτωτική κατανοµή ακραίων τιµών τύπου I-Gumbel 
 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ασυµπτωτικής κατανοµής 
ακραίων τιµών τύπου Ι - Gumbel δίνεται από την εξ.(3.34), ενώ η αθροιστική της 
κατανοµή δίνεται από την εξ.(3.35). Ο Gumbel (1958α) ορίζει σαν 
τροποποιηµένη µεταβλητή  (reduced variable) την: 
 

   y = α (x-u)            (7.1)  
 

όπου α και u οι παράµετροι της κατανοµής, όπως ορίσθηκαν στην 
παράγραφο 3.3.8. Άρα η τροποποιηµένη αθροιστική κατανοµή γίνεται: 
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Ενώ η  σχέση που συνδέει τις δύο µεταβλητές είναι: 
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Αν τώρα Φ είναι η πιθανότητα υπέρβασης ενός γεγονότος (Φ = Ρ(Υ > y)) 
και Φ' η συµπληρωµατική της (Φ' = Ρ(Υ ≤ y)= 1- Φ), από την εξ.(7.2) 
προκύπτει ότι: 
 
        y = - ln (-ln Φ΄)                                 (7.4) 
 
7.2.1. Ορισµός  περιόδου  επαναφοράς  και σχέση  της  µε την 

τροποποιηµένη µεταβλητή 
  

Έστω ότι η τροποποιηµένη µεταβλητή Υi δηλώνει µέγιστες πληµµυρικές 
παροχές στα χρόνια i = 1,2,...,n αντίστοιχα (Kotteggoda, 1980). Αν οι Υi είναι 
ανεξάρτητες µεταξύ τους, η πιθανότητα ο χρόνος T  µεταξύ δύο υπερβάσεων 
του µεγέθους y να είναι ίσος µε n δίνεται από την: 

 
         

               (7.5) 
 
 
Η εξ.(7.5) δηλώνει µια γεωµετρική κατανοµή όπου το n παίρνει τιµές από 1 
έως ∞. Άρα η αναµενόµενη τιµή )(TE  βρίσκεται από την ιδιότητα της 
γεωµετρικής κατανοµής ως εξής: 
 

    Φ=>= /1)(/1)( yYPTE                   (7.6) 
 
Η )(TE  γράφεται συνήθως πιο απλά ως περίοδος επαναφοράς Τ και ισούται 
µε το αντίστροφο της πιθανότητας υπέρβασης Φ. Από την εξ.(7.4) προκύπτει 
ότι: 
 

   y = - ln { - ln (1 – Φ)} = - ln { - ln (1 – 1/T)} = - ln { ln (T) – ln (T – 1)}          (7.7) 
 
Κάνοντας την ανάπτυξη της εξ.(7.7) σύµφωνα µε το θεώρηµα MacLaurin 
προκύπτει η εξής σχέση: 
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Αν χρησιµοποιηθούν µόνο τρεις όροι στην ανάπτυξη αυτή τότε:   
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Για Τ > 10 χρόνια µπορεί κανείς µε λάθος 0.5% περίπου να θεωρήσει την 
προσέγγιση: y = ln (Τ - 1/2) και για ακόµα µεγαλύτερο Τ (Τ > 25 χρόνια) για 
πρακτικούς σκοπούς την: y = lnΤ. Η εξ.(7.7) δηλώνει µια µη γραµµική 
σχέση µεταξύ της y και της περιόδου επαναφοράς Τ. Μερικές 
χαρακτηριστικές τιµές των ζευγών (y, Τ) είναι οι εξής: 
 
(0, 1.58) - η πιο πιθανή πληµµύρα, (0.3665, 2) - διάµεση πληµµύρα, (0.5772, 
2.33) - µέση πληµµύρα. 
 
7.2.2. Χαρτί πιθανότητας Gumbel - Σχεδίαση κατανοµής 

 
Το χαρτί πιθανότητας Gumbel χαράσσεται µε βάση τη σχέση (y, Τ) της 

εξ.(7.7). ∆ιαλέγονται δηλαδή κάποιες τιµές της Τ, όπως 1.01, 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 
2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 100, 200 και 250 και βρίσκονται οι αντίστοιχες 
τιµές της y από την εξ.(7.7). Στη συνέχεια χαράσσονται κάθετες γραµµές 
κατά γραµµική αναλογία των τιµών y, πάνω στις οποίες γράφονται οι τιµές της Τ, 
ή της αντίστοιχης πιθανότητας υπέρβασης Φ ή της συµπληρωµατικής της Φ'. 
Έτσι, οι τιµές y είναι σε γραµµική κλίµακα και οι περίοδοι επαναφοράς ή οι 
πιθανότητες είναι σε διπλή εκθετική κλίµακα. Οι οριζόντιες γραµµές του 
χαρτιού χαράσσονται σε απλή αριθµητική γραµµική κλίµακα. Στο χαρτί αυτό 
είναι φυσικό η σχέση µεταξύ x και y της εξ.(7.3) να είναι µια ευθεία γραµµή. 
Αντικαθιστώντας τις τιµές του y στην εξ.(7.3) µε τη συνάρτηση του Τ από την 
εξ.(7.7) προκύπτει η σχέση της µέγιστης τιµής x µε την περίοδο 
επαναφοράς Τ ως εξής:  
 
        x(T)=  u - ln { ln (T) – ln (T – 1)} / α               (7.8) 
 
που είναι και πάλι ευθεία γραµµή στο χαρτί πιθανότητας Gumbel. Η 
χάραξη πάνω στο χαρτί Gumbel των ζευγών (x, Τ) από κάποιο δείγµα 
µεγίστων τιµών πάνω σε ευθεία γραµµή αποτελεί και µια δοκιµή 
καταλληλότητας της κατανοµής Gumbel στην περίπτωση αυτή. Η αντιστοίχιση 
της µέγιστης x µε την κατάλληλη περίοδο επαναφοράς Τ γίνεται µε τη βοήθεια 
κάποιας σχέσης που δηλώνει τη σχεδιαστική θέση (plotting position) κάθε 
µέγιστης τιµής. Υπάρχουν αρκετές σχέσεις προσδιορισµού της σχεδιαστικής 
θέσης. Όλες υπολογίζουν την περίοδο επαναφοράς σαν συνάρτηση της 
σχετικής θέσης m της κάθε µέγιστης τιµής µέσα στο δείγµα, όπου οι τιµές 
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µεγίστων είναι καταταγµένες κατά φθίνουσα τάξη µεγέθους, π.χ. στη θέση 
m=1 είναι η µεγαλύτερη τιµή του δείγµατος και στη θέση  m=n (n το µήκος 
του δείγµατος) η µικρότερη τιµή. Μια απλή σχέση που εφαρµόσθηκε στην 
Καλιφόρνια είναι η T=n/m, που σηµαίνει ότι η µικρότερη τιµή έχει 
πιθανότητα Φ=1/Τ=1, τιµή που δεν βρίσκεται σε χαρτί πιθανότητας. Ο 
τύπος Weibull, που συστήνεται για χρήση και από τον ίδιο τον Weibull 
(1958α) είναι ο εξής: 
 

   T = (n + 1) / m          (7.9) 
 
Υπάρχουν και άλλοι τύποι από τους οποίους οι πιο γνωστοί είναι ο τύπος 
Gringorten (1963): Τ = (n+0.012)/(m- 0.44) που χρησιµοποιείται περισσότερο 
στις άλλες ασυµπτωτικές κατανοµές ακραίων τιµών και ο τύπος Hazen 
(1930): Τ = n / (m - 1/2) που συνήθως χρησιµοποιείται στην κατανοµή γάµµα. 
 
 
7.2.3. ∆ιαδικασία ρύθµισης κατανοµής 

 
Υπάρχουν πολλές µέθοδοι για την εκτίµηση των παραµέτρων της 

κατανοµής Gumbel. Η µέθοδος των ροπών, η µέθοδος Gumbel, η µέθοδος των 
συντελεστών συχνότητας, η µέθοδος της µέγιστης πιθανότητας, η µέθοδος της 
µέγιστης εντροπίας, η µέθοδος των ζυγισµένων ροπών πιθανοτήτων (Kottegoda 
1980· Phien, 1987· Stedinger και άλλοι, 1993). Οι τρεις πρώτες που είναι οι πλέον 
χρησιµοποιούµενες, γιατί είναι πιο απλές αν και έχουν υποστεί κριτική από 
στατιστικής πλευράς (Phien, 1987), θα αναφερθούν εδώ. 

 
Η µέθοδος των ροπών. Γίνεται άµεσα ο υπολογισµός των παραµέτρων α και 

u της κατανοµής µε βάση το µέσο όρο και τη σκέδαση της δειγµατικής 
σειράς των µεγίστων x. Οι εκφράσεις των παραµέτρων µε τη µέθοδο αυτή έχουν 
ήδη δοθεί στη σχετική παράγραφο 3.3.8, όπου αν αντικατασταθούν οι 
θεωρητικές τιµές του µέσου όρου µ και της τυπικής απόκλισης σ του 
πληθυσµού των x  µε τους εκτιµητές του x  και Sx αντίστοιχα από το δείγµα, 
οι παράµετροι υπολογίζονται ως εξής: 

 
  xSa /282.1ˆ =  
 

xSxu 45.0ˆ −=                                                                                    (7.10) 
 
 
 Χρησιµοποιώντας αυτές τις τιµές στην εξ.(7.8) προκύπτει η εξής σχέση: 

 
  x̂ (Τ) = x -SΧ [0.4500 + 0.7797 ln {ln (Τ) –ln (Τ -1)}]                                    (7.11) 

 
Χρησιµοποιώντας την εξ.(7.11) µπορεί να χαραχθεί η θεωρητική ευθεία γραµµή 
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της κατανοµής πάνω στο χαρτί Gumbel, αφού υπολογισθούν οι τιµές x̂  και Sx 
από το δείγµα των µεγίστων. Με τη µέθοδο αυτή τα σηµεία (x, Τ) σχεδιάζονται 
συνήθως µε τον τύπο Gringorten για το Τ. 
 

Η µέθοδος Gumbel. Με τη µέθοδο αυτή η διαδικασία αρχίζει µε τον 
υπολογισµό της µέσης τιµής ny  και της τυπικής απόκλισης σn της σειράς των 
τροποποιηµένων µεταβλητών yn. Οι τελευταίες προκύπτουν αν σε κάθε θέση m 
(m = 1,2,...,n) των n τιµών του σε φθίνουσα σειρά καταταγµένου δείγµατος των 
µεγίστων υπολογισθεί η σχεδιαστική θέση µε τον τύπο Weibull: Τ = (n+1)/m 
και στη συνέχεια µε βάση την εξ.(7.7) υπολογισθούν τα αντίστοιχα yn. Για τις 
παραµέτρους ny  και σn που είναι συναρτήσεις του n, υπάρχουν πίνακες 
υπολογισµού (Gumbel, 1954, 1958α· Kottegoda, 1980), όπως ο Πίνακα 7.1. 
 
Πίνακας 7.1: Αναµενόµενες τιµές µέσων όρων ny  και τυπικών αποκλίσεων 

σn της τροποποιηµένης µεταβλητής κατά Gumbel 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παίρνοντας τις αναµενόµενες τιµές και στα δύο µέρη της εξ.(7.1) προκύπτει ότι: 
 

     E (y) = α {E (x) – u}             (7.12) 
 
και παίρνοντας τις αναµενόµενες τιµές πάλι αφού υψωθεί η σχέση στο 
τετράγωνο προκύπτει  η σχέση: 
 

 (7.13) 222
xy σασ =



 369

 
Αντικαθιστώντας τις Ε(y) = ny  και               και χρησιµοποιώντας στη θέση 
των Ε(x) και 2

xσ   τους εκτιµητές τους από το δείγµα x  και 2
xS  προκύπτει 

ότι: 
 
      xn Sa /ˆ σ=  

 
   nxn Syxu σ/ˆ −=                                                                                   (7.14) 

 
Άρα η  προς χάραξη ευθεία γραµµή στο χαρτί Gumbel είναι η εξής: 
 

x̂ (Τ) = x - (SΧ /σn) [ ny + ln {ln (Τ) –ln (Τ -1)}]                                  (7.15) 
 
Η µέθοδος των συντελεστών συχνότητας. Σύµφωνα µε τον Chow (1951. 

1964) η σχέση µεταξύ x και Τ µπορεί να γραφεί ως εξής: 
 

   x(Τ)=µ + Κ(Τ)σ           (7.16) 
 
όπου µ, σ ο µέσος όρος και η τυπική απόκλιση αντίστοιχα του πληθυσµού των 
ετησίων µεγίστων και Κ(Τ) συντελεστής που είναι συνάρτηση της περιόδου 
επαναφοράς Τ. Η σχέση {Κ(Τ),Τ} εξαρτάται από τη µορφή της συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας των µεγίστων. Για τη συνάρτηση Gumbel και µε τη  
µέθοδο των ροπών είναι φανερό ότι: 
 
     Κ(Τ) = -[0.4500 + 0.7797ln {ln (Τ) - ln (Τ -1)}]                                  (7.17)  

 
Οπότε για κάθε Τ υπολογίζεται µια τιµή του Κ(Τ). Με τη µέθοδο ρύθµισης 
Gumbel η  σχέση γίνεται: 
 

 Κ(Τ) = - [ ny + ln {ln (Τ) - ln (Τ -1)}] / σn                                    (7.18) 
 

Οπότε µε βάση το µέγεθος του δείγµατος n από τον Πίνακα 7.1 υπολογίζει 
κανείς τα ny  και σn και στη συνέχεια για κάθε Τ την τιµή του συντελεστή 
συχνότητας. Τέλος, χρησιµοποιώντας τις τιµές του Κ(Τ) για κάθε Τ από την 
εξ.(7.17) ή την εξ.(7.18) (ανάλογα µε τη µέθοδο ρύθµισης που 
χρησιµοποιείται) και τους εκτιµητές x  και Sx από το δείγµα των x για τα µ 
και σ, µπορεί να υπολογισθεί η τιµή της πληµµύρας x(Τ) από την εξ.(7.16). 
 
 
 
Παράδειγµα ρύθµισης κατανοµής Gumbel σε σειρά µεγίστων ετησίων 
παροχών 

22
ny σσ =
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Σε µια θέση ποταµού µετράται η παροχή για n = 20 χρόνια. Οι µέγιστες 

ετήσιες (µέσες ηµερήσιες τιµές) παροχές σε µ3δλ-1 για την περίοδο αυτή 
δίνονται στον Πίνακα 7.2 καταταγµένες σε φθίνουσα τάξη µεγέθους και µαζί 
µε τη σχεδιαστική θέση της κάθε µιας κατά Weibull: Τ = (n + 1)/m.  
 

Πίνακας 7.2: Κατάταξη σειράς ηµερήσιων µεγίστων ετησίων παροχών 
 

m x(T) T m x(T) T m x(T) T m x(Τ) Τ 

1 330 21 6 266 3.7 11 242 1.91 16 222 1.31 
2 310 10.5 7 260 3.0 12 240 1.75 17 218 1.23 
3 292 7.0 8 255 2.63 13 237 1.62 18 212 1.17 
4 280 5.25 9 250 2.33 14 235 1.5 19 205 1.10 
5 272 4.2 10 248 2.1 15 230 1.4 20 195 1.05 

 
Ζητείται ο υπολογισµός της κατανοµής Gumbel ρυθµισµένης πάνω στη 

σειρά των µεγίστων και η πληµµύρα σχεδιασµού για Τ = 1000 χρόνια και Τ = 
100 χρόνια. 

Για τη ρύθµιση της κατανοµής θα εφαρµοσθούν και οι τρεις µέθοδοι 
ρύθµισης. 

 
(α) Μέθοδος ροπών. Η κατανοµή δίνεται από την εξ.(7.11), όπου x  = 

249.95µ3δλ-1 και Sx =34.636µ3δλ-1. Άρα η σχέση για Τ = 1000 και 100 χρόνια 
γίνεται: 
  x̂  (1000) = 249.95 - 34.636 [0.4500 + 0.7797ln {ln (1000) – ln (999)}] =  

  = 421µ3δλ-1 

  x̂  (100)  = 249.95 - 34.636[0.4500 + 0.7797ln (ln(100) -ln(99)}] =  

                  =359 µ3δλ-1 

 
(β) Μέθοδος Gumbel. Οι παράµετροι ny  και σn για n=20 υπολογίζονται 

από τον Πίνακα 7.1 ως εξής: ny =0.5236 και σn = 1.0628. Άρα η εξ.(7.15) 
γίνεται: 

 
  x̂  (1000) = 249.95 - (34.636/1.0628)[0.5236 + ln {ln(1000) - ln (999)}] = 

  = 458 µ3δλ-1 
   x̂  (100)  = 249.95 - (34.636/1.0628)[0.5236 + ln{ ln(100) - ln (99)}] =  

  = 383 µ3δλ-1  

 
 (γ) Μέθοδος συντελεστών συχνότητας. Χρησιµοποιώντας την εξ.(7.18) για 
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τον υπολογισµό των συντελεστών Κ(Τ) προκύπτει: 
 

      K̂  (1000)  = - [0.5236 + ln {ln (1000) - ln (999)}] / 1.0628 = 6.0065  

      K̂  (100)    = -[0.5236 + ln { ln ( 100) - ln (99)}] / 1.0628 = 3.8357  
 
Άρα οι µέγιστες παροχές είναι: 
 
     x̂  (1000) = 249.95 + 6.0065 ·34.636  =  458 µ3δλ-1 

     x̂  (100) = 249.95+ 3.8357· 34.636  = 383 µ3δλ-1  
 
∆ηλαδή ίδιες µε της µεθόδου (β) όπως εξ άλλου αναµενόταν. Στο Σχήµα 7.1 
δίνεται η χάραξη των ευθειών της κατανοµής Gumbel µε τη µέθοδο (α) και (β). 
Είναι φανερό ότι η µέθοδος (β) δίνει καλύτερη προσαρµογή πάνω στα σηµεία 
(x,Τ) του δείγµατος. 
 
 
7.2.4. Όριο ασφαλείας της κατανοµής 

 
Η τιµή x(Τ) της µεταβλητής που αντιστοιχεί σε ένα Τ είναι και αυτή µια 

µεταβλητή που συνήθως θεωρείται ότι έχει µια κανονική κατανοµή (Gumbel, 
1958α), όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.2. 

Άρα, η πιθανότητα Ρ η τιµή x(Τ) για κάθε Τ (στην κάθε δηλαδή θέση m), 
που υπολογίζεται από την κατανοµή Gumbel να κυµαίνεται ανάµεσα σε k 
τυπικές αποκλίσεις Sm, x(Τ) – kSm < x(T) < x(T) + kSm µε kSm το όριο 
ασφαλείας της κεντρικής τιµής x(Τ), είναι για k = 1, Ρ = 68,3%, για k = 2, Ρ = 
95.4% για k = 3, Ρ = 99.7% κ.ο.κ., όπως έχει δειχθεί και στη σχετική παράγραφο 
3.5. Σε κάθε θέση m του δείγµατος αντιστοιχεί µια περίοδος επαναφοράς Τ και 
µια τροποποιηµένη µεταβλητή ym. Ο Gumbel δίνει την έκφραση για την τυπική 
απόκλιση Sm της µεταβλητής x(Τ) στη θέση m ως εξής: 

 
(7.19) 

 
 

Όπου f(
myσ ) είναι συνάρτηση της τυπικής απόκλισης της ym µέχρι τη 

θέση m υπολογιζόµενη (Gumbel, 1958α) από την:  
 

     f(
myσ ) = (1/Φ΄- 1)1/2 / (-lnΦ΄)                   (7.20) 

)(1
mym f

na
S σ=
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Σχήµα 7.2. Συνάρτηση κατανοµής της µεταβλητής x(Τ). 
 
 
Στον Πίνακα 7.3 δίνονται µερικές τιµές των Φ', y και f(

myσ ) κατά Gumbel.  
 

Πίνακας   7.3:  Τιµές  f(
myσ ) για τα όρια  εµπιστοσύνης  της   

κατανοµής Gumbel 
  

Φ' y f (
myσ ) Φ' y f (

myσ ) 

0.01 
0.02 
0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 

-1.52718 
-1.36405 
-1.09719 
-0.83403 
-0.64034 
-0.47588 
-0.32663 
-0.18563 
-0.04862 
0.08742 
0.22501 

(2.1607) 
(1.7894) 
(1.4550) 
(1.3028) 
1.2548 
1.2427 
1.2494 
1.2687 
1.2981 
1.3366 
1.3845 

 
0.50 
0.55 
0.60 
0.65 
0.70 
0.75 
0.80 
0.85 
0.90 
0.95 
0.98 
0.99 

 
0.36651 
0.51444 
0.67173 
0.84215 
1.03093 
1.24590 
1.49994 
1.81696 
2.25037 
2.97020 
3.90194 
4.60015 

 
1.4427 
1.5130 
1.5984 
1.7034 
1.8355 
2.0069 
2.2408 
2.5849 

(3.1639) 
(4.4721) 
(7.0710) 
(10.000) 

 
Ο Gumbel δέχεται ότι η κανονική κατανοµή για την x(Τ) στη θέση Τ 

ισχύει στο διάστηµα από Φ' =0.15 έως Φ' =0.85. Στον Πίνακα 7.3 οι τιµές 
µέσα στις παρενθέσεις δεν ανήκουν σ’ αυτό το διάστηµα. Για τις εκτός του 
διαστήµατος αυτού τιµές ο Gumbel δεν δέχεται ότι ισχύει η κανονική 
κατανοµή. Για τις ακραίες αυτές τιµές στις θέσεις δηλαδή: 1/n + 1 και (n – i) / 
(n+1) (όπου i = 1,2,3) ο Gumbel δίνει τα όρια ασφαλείας (xm ± ∆xm) της 
κεντρικής τιµής x(Τ) για Ρ = 68.3% και Ρ = 95.4% όπως φαίνονται στον 
Πίνακα 7.4. 
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Πίνακας 7.4: Όρια ασφαλείας της κατανοµής Gumbel για τις ακραίες τιµές 

του δείγµατος 
  

Θέση 
Φ '  

∆xm  
P = 68.3% 

∆xm  
P = 95.4% 

n/(n+1) 
(n-1)/(n+1) 
(n-2)/(n+1) 
(n-3)/(n+1) 

1/(n+1) 

1.14078/α 
0.75409/α 
0.589/α 
0.038/α 

1.14078/(αlnn) 

3.0669/α 
1.7820/α 
1.35/α 
1.17/α 

3.0699/(αlnn) 

 
Μετά την τελευταία τιµή τα όρια ασφαλείας βρίσκονται εκατέρωθεν της 

κεντρικής ευθείας παράλληλα προς αυτήν σε απόσταση 1.14078/α. Η χρήση 
των εξ.(7.19), (7.20) (ή του Πίνακα 7.3) και του Πίνακα 7.4 δίνει τα όρια 
ασφαλείας γύρω από την κεντρική τιµή x(Τ), που υπολογίζεται από την ευθεία 
Gumbel για κάθε Τ. Έτσι για επίπεδο εµπιστοσύνης Ρ π.χ. 68.3%, αντιστοιχεί 
ένα k = 1, άρα τα όρια ασφαλείας είναι ± Sm για κάθε m. Οπότε ακολουθεί ο 
υπολογισµός του Sm και η χάραξη των καµπυλών ασφαλείας γύρω από την 
κεντρική ευθεία της κατανοµής. 
  
Παράδειγµα εκτίµησης ορίων ασφαλείας κατανοµής Gumbel 
 

Στο προηγούµενο παράδειγµα χαράσσονται τα όρια ασφαλείας της 
κατανοµής στην  περίπτωση (β) για Ρ = 68.3% (ένα τυπικό σφάλµα 
εκτίµησης). Οι παράµετροι α της κατανοµής είναι ίσες µε: 

 
        α = 1.282/Sx = 1.282/34.636 = 0.037 
 
Άρα ο συντελεστής         = 6.0434 και για τα Sm, και ∆xm σε κάθε θέση m 
προκύπτει ο εξής πίνακας: 

 
Πίνακας 7.5: Όρια ασφαλείας κατανοµής Gumbel 

 

 
 

m Φ΄ f(
myσ ) ± Sm = ± 6.0434  f(

myσ ) ±∆xm 

m = 1  0.9524 - - 30.83 
m = 2 0.905 - - 20.52 
m = 5 0.762 2.0562 12.43 - 

 m = 10 0.524 1.4747 8.91 - 
 m = 15 0.286 1.2622 7.63 - 
 m = 20 0.048 - - 10.29 

na/1
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Στον πίνακα αυτό στην πρώτη και στις δύο τελευταίες θέσεις τα όρια 
ασφαλείας ±∆xm υπολογίσθηκαν µε βάση τον Πίνακα 7.4. Στη συνέχεια τα 
όρια χαράχθηκαν πάνω στην κατανοµή, όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.1. 
 
 
7.2.5. Παρατηρήσεις πάνω στην κατανοµή Gumbel 
 

Η κατανοµή Gumbel σε σχέση µε άλλες κατανοµές πιθανοτήτων παρου-
σιάζει µερικές  φορές µεγάλα λάθη στην εκτίµηση των παραµέτρων, έτσι ώστε 
να υπάρχουν αµφιβολίες για την επέκταση της καµπύλης. Ο Benson (1960) 
απέδειξε ότι για ένα υποθετικό δείγµα 100 τιµών από µια γνωστή κατανοµή 
Gumbel οι παράµετροι που εκτιµώνται από µικρότερα δείγµατα (π.χ. από 40 
δείγµατα των 25 τιµών) διαφέρουν σηµαντικά. Βρέθηκε π.χ. ότι για να γίνει 
κατορθωτό η εκτίµηση για την πληµµύρα περιόδου επαναφοράς 50 και 100 
ετών να κυµαίνεται µέσα σε ένα όριο ±25% της σωστής τιµής (µε βεβαιότητα 
95%), απαιτούνται δείγµατα µε ελάχιστο εύρος 39 και 48 χρόνια αντίστοιχα. 
Θεωρητικά το εύρος του δείγµατος πρέπει να είναι αρκετά µεγάλο, ώστε να 
ισχύει η ασυµπτωτική µορφή της κατανοµής Gumbel. 

Ο Gumbel (1967) ανησυχούσε για τα λάθη που µπορούν να προέλθουν από 
περιοδικότητες και τάσεις που ενυπάρχουν στα στοιχεία, όπως επίσης και για 
την έλλειψη ανεξαρτησίας των τιµών, αφού διάφοροι παράγοντες όπως 
µετωπικές βροχές, λιώσιµο χιονιού κ.λ.π. δηµιουργούν συνθήκες εξάρτησης 
των πληµµυρικών γεγονότων µεταξύ τους. Ένα άλλο σηµείο που επίσης 
πρέπει να τονισθεί είναι ότι µπορούν να παραχθούν και αρνητικές τιµές της 
µεταβλητής, όπως π.χ. από την εξ.(7.11) ή (7.15) για πολύ µικρό Τ (π.χ. Τ= 
1.01 και για Sx > 0.6089 x  στην εξ.(7.11)). Ένα άλλο χαρακτηριστικό της 
κατανοµής που δηµιουργεί δυσκολίες στην εφαρµογή της είναι η έλλειψη 
ευελιξίας που έχει όσον αφορά στην ασυµµετρία του δείγµατος των τιµών των 
µεγίστων, αφού η κατανοµή έχει δοσµένη σταθερή ασυµµετρία γ =1.139. 
 
 
7.3. Λογαριθµική κανονική κατανοµή πληµµύρων 
 

Στις εξ.(3.24) και (3.25) δίνεται η διπαραµετρική λογαριθµική κανονική 
κατανοµή πιθανότητας για τη µεταβλητή y = lnx, δηλαδή το λογαριθµικό 
µετασχηµατισµό της αρχικής µεταβλητής x. Στην περίπτωση που 
χρησιµοποιηθεί ο µετασχηµατισµός: y = ln(x-x0) προκύπτει η τριπαραµετρική 
λογαριθµική κατανοµή. Η χρήση της λογαριθµικής κανονικής κατανοµής 
βασίζεται στην παραδοχή (Chow, 1954) ότι τα φυσικά αίτια {x1, x2,..., xr} 
(µετεωρολογικά, γεωγραφικά κ.λ.π.) που προκαλούν τις πληµµύρες 
λειτουργούν πολλαπλασιαστικά ως εξής: (x=x1x2x3...xr), όπου x η 
προκαλούµενη πληµµύρα. Αυτό σηµαίνει ότι η µεταβλητή lnx (ή logx) είναι 
άθροισµα πολλών παραγόντων και για r αρκετά µεγάλο θα πρέπει να 
ακολουθεί την κανονική κατανοµή σύµφωνα µε το θεώρηµα του κεντρικού 
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ορίου. Ακριβώς εξ αιτίας αυτής της παραδοχής (που φυσικά δεν είναι απόλυτα 
ακριβής αφού οι παράγοντες xi έχουν διάφορες σχέσεις µεταξύ τους), η 
λογαριθµική κανονική κατανοµή είναι µια προσέγγιση της πραγµατικότητας. 

Οι παράµετροι y  και σy της τριπαραµετρικής κατανοµής µε τη µέθοδο της 
µέγιστης πιθανότητας δίνονται στον Πίνακα 3.1 του Κεφ. 3. Με τη µέθοδο 
των ροπών προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις, που συνδέουν το µέσο όρο µ, 
τη σκέδαση σ2 και το συντελεστή ασυµµετρίας γ1 του πληθυσµού x µε το µέσο 
όρο y  και σκέδαση        του πληθυσµού y: 
 

         (7.21) 
 

         (7.22) 
 

     (7.23) 
 
Η εξ.(7.23) χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της σy όταν ρυθµίζεται µια 
τριπαραµετρική λογαριθµική κατανοµή. Οι παράµετροι της διπαραµετρικής 
κατανοµής προκύπτουν, από τις σχέσεις των παραµέτρων της 
τριπαραµετρικής µε x0 = 0. Επίσης αποδεικνύεται ότι, αν Cυ = σ/µ είναι ο 
συντελεστής σκεδασιµότητας του πληθυσµού x τότε (Aitchison και Brown, 
1957): 

        
           (7.24) 

 
Η λογαριθµική κανονική κατανοµή σε αντίθεση µε την κατανοµή Gumbel 
είναι πιο ευέλικτη στην προσαρµογή της πάνω σε σειρές στοιχείων αφού δεν 
έχει συγκεκριµένη και καθορισµένη ασυµµετρία. 
 
 
7.3.1. Χαρτί πιθανότητας - Σχεδίαση κατανοµής 
 

Εάν µια µεταβλητή x είναι κανονικά κατανεµηµένη, η παράσταση του x µε 
ανηγµένη µεταβλητή t = (x - µ)/σ θα δώσει σε αριθµητική κλίµακα µια ευθεία 
γραµµή µε σταθερά µ και κλίση σ. Έτσι κάθε x συνδέεται µε ένα t που έχει µία 
συγκεκριµένη πιθανότητα υπέρβασης. Στην οριζόντια κλίµακα του χαρτιού 
µπορεί κανείς να απεικονίσει αντί για τις τιµές t τις πιθανότητες:   

 
 
 
Οι τιµές αυτές δίνονται σε ποσοστά στις οριζόντιες κλίµακες του χαρτιού 
πιθανότητας σαν {1 - Φ(t)}100 και Φ(t)100. Η περίοδος επαναφοράς είναι: Τ 
= 1 /{1 - Φ(t)}. 

Το χαρτί για τη λογαριθµική κανονική κατανοµή προκύπτει µε τον ίδιο 
τρόπο, µε τη διαφορά ότι η κατακόρυφη κλίµακα είναι λογαριθµική. Η 
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κατανοµή δηλαδή προκύπτει και πάλι ευθεία γραµµή πάνω στο χαρτί µε κλίση 
σy και σταθερά y . Αν tΤ είναι η τιµή την οποία υπερβαίνει µια τυποποιηµένη 

κανονική µεταβλητή µε πιθανότητα: { }∫
∞

− −=
Tt

dttT )2/exp()2(/1 22/1π , τότε 

η τιµή )(ˆ Tx   της αρχικής µεταβλητής προκύπτει (για τη διπαραµετρική 
κατανοµή) σαν: 
 

                                   (7.25) 
 
Αντικαθιστώντας από τις εξ.(7.21) και (7.22) (µε x0 = 0) προκύπτει ο 
συντελεστής συχνότητας: k(Τ) = { )(ˆ Tx /µ-1}/Cυ, όπου Cυ = σ/µ (σύµφωνα µε 
τη θεώρηση της εξ.(7.16)) ως εξής (Kottegoda,  1980): 
 

        (7.26) 
 
 
Μια παρόµοια αλλά πιο πολύπλοκη έκφραση που συνδέει το συντελεστή 
συχνότητας k(Τ) µε την τυποποιηµένη µεταβλητή tΤ και το συντελεστή 
σκεδασιµότητας Cυ του πληθυσµού x προκύπτει και για την τριπαραµετρική 
κατανοµή χρησιµοποιώντας επί πλέον και την παράµετρο x0. Η σχεδίαση της 
κατανοµής γίνεται πάνω στο λογαριθµικό κανονικό χαρτί πιθανότητας σαν 
ευθεία γραµµή σύµφωνα µε την εξ.(7.25). Υπολογίζεται µε βάση το Cυ του 
δείγµατος των µεγίστων x και την τιµή tΤ για κάθε Τ, ο συντελεστής k(Τ) από 
την εξ.(7.26) και στη συνέχεια η τιµή: x(Τ) = x + k(Τ)Sx όπου x  και Sx οι 
εκτιµήσεις µέσου όρου και τυπικής απόκλισης από το δείγµα των x. 
 
 
Παράδειγµα ρύθµισης λογαριθµικής κανονικής κατανοµής 

 
Πάνω στη σειρά των µεγίστων ετησίων τιµών παροχών του Πίνακα 7.2 

του προηγούµενου παραδείγµατος θα επιχειρηθεί η χάραξη µιας 
διπαραµετρικής λογαριθµικής κανονικής κατανοµής. Υπολογίζεται η 
τυποποιηµένη κανονική τιµή από τον Πίνακα Π-2 του Παραρτήµατος για Τ = 
20 και Τ = 50 ως εξής: Φ'(1.6449)= 1 - 1/20 και Φ' (2.0562)= 1-1/50. Άρα t20 
= 1.6449 και t50 = 2.0562. Το Cυ είναι ίσο µε: Cυ = Sx / x  = 34.636/249.95 = 
0.1386. Από την εξ.(7.26) προκύπτει: 

k(20) = (1/0.1386) ({1/(0.13862+1)1/2}exp[1.6449{ln(0.13862+1)}1/2]-1) =      

=1.7951 

       k(50)  = (1/0.1386)({1/(0.13862+1)1/2 }exp[2.0562{ln(0.13862 + 1)}1/2]-1)      

=2.2754. 
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Και άρα οι αντίστοιχες τιµές των µεγίστων είναι: 
 

     x̂ (20) = 249.95 + 1.7951 • 34.636 = 312 µ3δλ-1  

     x̂ (50) = 249.95 + 2.2754 • 34.636 = 329 µ3δλ-1 

 
Η απεικόνιση των σηµείων πάνω στο λογαριθµικό κανονικό χαρτί 
πιθανότητας γίνεται και πάλι µε τον τύπο Weibull: Τ = (n + 1)/m και η χάραξη 
της κατανοµής πάνω στα σηµεία φαίνεται στο Σχήµα 7.3(α). 
 
 
7.3.2. Όρια ασφαλείας της κατανοµής 
 
Από την εξ,(7.25) για την εκτίµηση της τιµής x̂ (Τ) µε βάση την τυποποιηµένη 
µεταβλητή tT προκύπτει ότι: 
 

 ln{ x̂ (Τ)}= y + tΤ σy          (7.27) 
 
Ωστόσο, είναι γνωστό ότι η σκέδαση της y  και της σy συνδέεται µε τη 
σκέδαση      ως εξής:                     και                     . Και οι δύο αυτές 
ποσότητες εκτιµούνται µε βάση τη σκέδαση  2

yS  του δείγµατος. Άρα: 
 

             (7.28) 
 
Η εξ.(7.28) προκύπτει αν υψωθεί στο τετράγωνο η εξ.(7.27) και ληφθούν 
αναµενόµενες τιµές και στα δύο µέλη της, λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
µεταβλητές y και σy είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους (Shuster, 1973). Τα όρια 
ασφαλείας στο επίπεδο εµπιστοσύνης 100(1-α) % του x(Τ) δίνονται από την 
εξής σχέση: 
 

 { }2/12
)(ˆln2/ )()(ˆlnexp TxatTx σ±                                          (7.29) 

 
όπου tα/2 είναι η κανονική τυποποιηµένη µεταβλητή µε πιθανότητα υπέρβασης 
α/2. 
 
 
Παράδειγµα εκτίµησης ορίων ασφαλείας λογαριθµικής κανονικής 
κατανοµής 
 

Χρησιµοποιώντας τα στοιχεία του προηγούµενου παραδείγµατος 
υπολογίζονται τα όρια ασφαλείας στο επίπεδο 95% (tα/2 = 1.96) της 
λογαριθµικής κανονικής κατανοµής στα σηµεία Τ = 100, 50,20,5,2,1.01, όπως 
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φαίνεται στον παρακάτω Πίνακα 7.6. Το Sy εκτιµάται από τις εξ.(7.24) και 
(7.23) χρησιµοποιώντας Cυ =0.1386 και γ1 =0.418 ως εξής: Sy =0.136. 

 
Πίνακας 7.6:  Όρια ασφαλείας λογαριθµικής κανονικής κατανοµής 

 

T tT [ ] 2/12
)(ˆln Txσ  

)(ˆln Tx  
(*) 

Άνω όριο 
(µ3δλ-1) 

Κάτω όριο 
(µ3δλ-1) 

100 
50 
20 
5 
2 

1.01 

2.3263 
2.0562 
1.6449 
0.8416 
0.000 

-2.3263 

0.0583 
0.0535 
0.0465 
0.0353 
0.0009 
0.0583 

5.8348 
5.7961 
5.7430 
5.6348 
5.5215 
5.2040 

383 
365 
342 
300 

250.5 
204 

305 
296 
285 
261 

249.6 
162  

(*) Οι τιµές της στήλης αυτής εκτιµήθηκαν γραφικά από το Σχήµα 7.3(α). 
 
Η χάραξη των καµπυλών ασφαλείας για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% φαίνεται 
στο Σχήµα 7.3(α). 
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7.6. Στατιστική ανάλυση 
µεγίστων βροχοπτώσεων. 

Όµβριες καµπύλες. 
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7.6. Στατιστική ανάλυση µεγίστων βροχοπτώσεων. Όµβριες 

καµπύλες 
 

Έστω ότι hi και ii, i=1,2,...,n είναι οι διατεταγµένες σε φθίνουσα τάξη 
µεγέθους µέγιστες ετήσιες τιµές ύψους βροχής h (χιλιοστ.) και έντασης i 
(χιλιοστ. ώρα-1), σε ένα σταθµό µέτρησης βροχής για κάποια συγκεκριµένη 
διάρκεια t βροχής µέσα σε n χρόνια µετρήσεων. Η ανάλυση συχνότητας 
αυτών των σειρών ακολουθεί τη διαδικασία που περιγράφηκε στις 
προηγούµενες παραγράφους για τις µέγιστες ετήσιες παροχές. Επίσης, για 
λόγους παρόµοιους µε αυτούς που αναφέρθηκαν στις παροχές, µερικές φορές 
χρησιµοποιούνται σειρές µερικής διάρκειας  βροχοπτώσεων.  Και πάλι η 
ανάλυση γίνεται µε την ίδια διαδικασία που έχει ήδη περιγραφεί στις παροχές. 
Επειδή όµως στην περίπτωση των βροχών µπαίνει και µια δεύτερη µεταβλητή, 
η διάρκεια της, που την προσδιορίζει πέρα  από το µέγεθος της, γι’ αυτό η 
ανάλυση συνήθως συνεχίζεται, έτσι ώστε να συµπεριληφθεί και αυτή η 
µεταβλητή. Αποτέλεσµα αυτής της ανάλυσης είναι  ο υπολογισµός των 
σχέσεων (i,t,Τ) ή (h,t,Τ) έντασης (ή ύψους) βροχής-διάρκειας-περιόδου 
επαναφοράς, που λέγονται και όµβριες καµπύλες. Οι όµβριες καµπύλες είναι 
απαραίτητες για τον υδρολογικό σχεδιασµό µεγάλου αριθµού υδραυλικών 
έργων. Με βάση αυτές µπορεί κανείς οποιαδήποτε στιγµή να υπολογίσει για 
κάθε διάρκεια και περίοδο επαναφοράς το ύψος και την ένταση της βροχής 
και γενικά να υπολογίσει ένα από τα τρία µεγέθη (h ή i,t,Τ) όταν ξέρει τα άλλα 
δύο. Από µια τέτοια εκτίµηση προκύπτει η καταιγίδα σχεδιασµού ενός έργου 
µε συγκεκριµένη συχνότητα επανάληψης και διάρκεια, στοιχεία που συνήθως 
επιλέγονται σαν κριτήρια σχεδιασµού (αποφασίζονται δηλαδή από τον 
µελετητή µε βάση οικονοµικά, γεωµορφολογικά κ.λ.π. στοιχεία του έργου). Η 
καταιγίδα σχεδιασµού κατάλληλα κατανεµηµένη στο χρόνο χρησιµοποιείται 
στη συνάρτηση απόκρισης της λεκάνης (π.χ. στο µοναδιαίο υδρογράφηµα αν 
η λεκάνη είναι γραµµική) στη θέση του έργου, και έτσι αποκτάται η 
πληµµύρα σχεδιασµού του έργου (π.χ. υπερχειλιστή) µε συγκεκριµένη 
συχνότητα επανάληψης και διακινδύνευση. Περισσότερα στοιχεία γι’ αυτό το 
σχεδιασµό θα δοθούν στο 2ο µέρος του βιβλίου στο σχετικό Κεφ. 2.  

 
Η διαδικασία, µετά την ήδη γνωστή ανάλυση συχνότητας της 

διατεταγµένης σειράς µεγίστων hi ή ii για µια διάρκεια t1, συνίσταται στην 
επανάληψη της ανάλυσης συχνότητας µεγίστων hi ή ii µερικών άλλων ακόµα 
διαρκειών t2, t3,...,tr. Από την κατάλληλη κατανοµή πιθανότητας για κάθε 
διάρκεια t1,t2,..., tr εκτιµάται η τιµή h1,h2,..., hr ή i1, i2,...,ir του ύψους ή της 
έντασης βροχής για µια συγκεκριµένη περίοδο επαναφοράς Τ. Οι αναλυτικές 
σχέσεις µιας όµβριας καµπύλης µεταξύ ύψους h ή έντασης i και διάρκειας t 
για συγκεκριµένο Τ είναι συνήθως των εξής µορφών: 

 
(α) Απλές εκθετικές: 
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 h = ktm  ή i = ktm -1                                                                                                                      (7.45) 

 
όπου k και m σταθερές. Οι σχέσεις της εξ.(7.45) είναι οι πιο απλές γιατί 
γραµµικοποιούνται εύκολα µε λογαρίθµηση και προσδιορίζονται εύκολα οι 
τιµές των k και m µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
 
(β) Υπερβολικές της µορφής: 

  
bt

kth
+

=  ή   
bt

ki
+

=                                         (7.46) 

όπου b µια επιπλέον σταθερά,  
 

(γ) Μικτές της µορφής: 
 
                               ή                          (7.47) 

 
Οι σχέσεις (7.47) έχουν σχετικά µεγαλύτερη ευελιξία και γενικότητα αφού 
περιλαµβάνουν τη διορθωτική παράµετρο b, που διορθώνει τη χρονική 
κλίµακα δίνοντας τη δυνατότητα βελτιστοποίησης της σκέδασης των σηµείων 
γύρω από την όµβρια καµπύλη. Η απόκτηση των σχέσεων (h ή i, t) και για 
άλλες περιόδους επαναφοράς Τ οδηγεί στην απόκτηση των όµβριων 
καµπύλων (h ή i, t, Τ) που έχουν, µε βάση την εξ.(7.47), την εξής γενική 
µορφή: 
 

                                    ή                                          (7.48) 
 
 
όπου α µια επιπλέον παράµετρος. ∆ηλαδή, οι όµβριες καµπύλες είναι ευθείες 
παράλληλες σε διπλά λογαριθµικό χαρτί µε παράµετρο το Τ και άξονες h ή i 
και (t + b) µε την εξής αναλυτική  έκφραση: 
 

logi = log (kTα) – mlog (t+b)                    (7.49) 
 

Η ρύθµιση της εξ.(7.49) αρχίζει µε την εκτίµηση της διορθωτικής 
παραµέτρου b έτσι ώστε να βελτιστοποιείται η σκέδαση των σηµείων γύρω 
από τις όµβριες καµπύλες (µπορεί να γίνει αναλυτικά αλλά και γραφικά, πάνω 
στο διπλά λογαριθµικό χαρτί). Στη συνέχεια, για κάθε Τ της ανάλυσης και µε 
τη βοήθεια της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων εκτιµώνται τα ΑΤ = log(kΤα) 
και m της εξ.(7.49). Τέλος, και µε βάση τις τιµές των ζευγών (ΑΤ, 1οgΤ), που 
ήδη είναι γνωστές, εκτιµώνται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων οι 
τιµές k και α από τη γραµµική σχέση: 
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AT = logk + α logT                       (7.50) 
 
Έτσι εκτιµώνται και οι τέσσερις παράµετροι (b, m, k, α) της εξ.(7.48), που 
αναλυτικά εκφράζει τις όµβριες καµπύλες για τη συγκεκριµένη θέση του 
σταθµού. Συνήθως, είναι χρήσιµες οι όµβριες καµπύλες όταν 
αντιπροσωπεύουν µια ολόκληρη λεκάνη και όχι µια συγκεκριµένη θέση. Σ’ 
αυτή την περίπτωση θα πρέπει για κάθε διάρκεια t1, t2,...,tr των αναλυόµενων 
βροχών να υπολογισθούν οι µέγιστες ετήσιες τιµές µέσες για όλη τη λεκάνη 
(π.χ. µε τη µέθοδο Thiessen) και µετά να γίνει η ανάλυση µε τις µέσες τιµές 
της λεκάνης. Ας σηµειωθεί εδώ ότι για τη µεταφορά σηµειακής σε 
επιφανειακή ένταση ισχύουν όσα έχουν αναφερθεί στο θέµα αυτό στο Κεφ. 2. 

Μεγάλη σηµασία στην ανάλυση συχνότητας των µεγίστων βροχοπτώσεων 
έχει η απόκτηση των πρωτογενών στοιχείων, δηλαδή των σειρών hi ή ii για 
κάθε διάρκεια βροχής. Ιδιαίτερα για διάρκειες βροχής διαφορετικές από την 
24ωρη και τα πολλαπλάσια της απαραίτητο είναι στη θέση ανάλυσης να 
υπάρχει βροχογράφος, όργανο δηλαδή συνεχούς καταγραφής της βροχής. Από 
τις ταινίες του βροχογράφου (συνήθως εβδοµαδιαίες ή ηµερήσιες) και για 
κάθε χρόνο επιλέγεται το διάστηµα t1, t2,..., tr ωρών µε το µεγαλύτερο ετήσιο 
ύψος. Η βροχόπτωση που επιλέγεται πρέπει να είναι συνεχής ή µε ελάχιστες 
διακοπές, έτσι ώστε να µη δικαιολογείται η διακοπή του γεγονότος που 
αναλύεται και η έναρξη ενός νέου. Με άλλα λόγια κάθε µέγιστο θα 
αναφέρεται σε ένα ενιαίο στατιστικά µετεωρολογικό συµβάν και όχι σε δύο 
διαδοχικά. Επίσης, προσοχή θα πρέπει να δίνεται στην περίπτωση που 
υπολογίζεται η µέγιστη hi ή ii µιας διάρκειας t µέση όµως για µια λεκάνη. 
Βρίσκεται για ένα σταθµό η µέγιστη αυτή τιµή (συνήθως σ’ αυτόν που 
παρουσιάζει την υψηλότερη βροχόπτωση από όλους τους άλλους) και στη 
συνέχεια βρίσκονται οι τιµές στους άλλους σταθµούς της λεκάνης για την ίδια 
καταιγίδα στην ίδια διάρκεια χρόνου και τέλος η µέση τιµή αυτών, σύµφωνα 
π.χ. µε τη µέθοδο Τhiessen. Για το αν αυτή η τιµή είναι πράγµατι η µέγιστη 
µέση της λεκάνης για τη συγκεκριµένη διάρκεια, θα πρέπει να γίνει µια 
επαλήθευση, εκτιµώντας τη µέγιστη µέση τιµή της λεκάνης για τη διάρκεια 
αυτή αρχίζοντας τώρα από τη µέγιστη ετήσια σηµειακή ίδιας διάρκειας σε ένα 
άλλο σταθµό της λεκάνης, είτε εξαντλώντας πρακτικά την πιθανότητα να 
υπάρχει άλλη µέγιστη τιµή µέσα στο έτος αυτό. 

Τέλος, σε πολλές χώρες το θέµα της κατάρτισης όµβριων καµπυλών έχει 
αντιµετωπιστεί µαζικά για εκτεταµένες γεωγραφικές περιοχές. 
Κατασκευάστηκαν έτσι χάρτες που δίνουν έτοιµα στοιχεία για κάθε περιοχή, 
βάσει των οποίων µπορεί να καταρτιστούν εύκολα όµβριες καµπύλες σε 
οποιοδήποτε σηµείο, χωρίς να απαιτούνται τα πρωτογενή ιστορικά δεδοµένα. 
Στις ΗΠΑ έχουν κατασκευαστεί τέτοιοι χάρτες από το U.S. Weather Bureau 
που χρονολογούνται από το 1961 (Viessman και άλλοι, 1989· Wanielista και 
άλλοι, 1997). Οι χάρτες αυτοί απεικονίζουν ισοΰέτιες καµπύλες µέγιστων 
υψών βροχής για διάφορες διάρκειες βροχόπτωσης και διάφορες περιόδους 
επαναφοράς. Στην Ελλάδα έχει γίνει µια πρώτη πιλοτική διερεύνηση προς την 
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κατεύθυνση κατασκευής ανάλογων χαρτών (Κοζώνης, 1995) µε εφαρµογή 
στη Στερεά  Ελλάδα. Οι χάρτες που διατίθενται δεν µπορούν να θεωρηθούν 
ως τελικοί και επιχειρησιακά αξιοποιήσιµοι, αλλά αποτελούν ένα πρώτο βήµα 
προς την κατεύθυνση της κατασκευής ενός άτλαντα της χώρας. 
 
 
Παράδειγµα υπολογισµού οµβρίων καµπυλών 
 

Στον Πίνακα 7.10 δίνονται οι µέγιστες µέσες τιµές βροχοπτώσεων h 
(χιλιοστά) για διάρκειες: t= 12,24,36,48 και 72 ωρών σε µια λεκάνη στη Β∆ 
Ελλάδα έκτασης 820 τετρ. χιλιοµ. και για µια σειρά n = 18 ετών: 1965-1983. 
Οι παύλες στον Πίνακα δηλώνουν έλλειψη του αντίστοιχου ύψους βροχής. 

Για την απόκτηση των στοιχείων χρησιµοποιήθηκαν τρεις βροχογράφοι και 11 
βροχόµετρα στη λεκάνη. Τα στοιχεία από τα βροχόµετρα (ηµερήσιας 
ανάγνωσης) εκτιµήθηκαν µε βάση την αναλογική σχέση τους ως προς κάποιο 
βροχογράφο αναφοράς της λεκάνης. Κάθε µέγιστο h διάρκειας t από το 
βροχογράφο διαιρεµένο µε το ηµερήσιο ύψος ΗΒΓ του βροχογράφου τη 
συγκεκριµένη ηµέρα που ανήκει το γεγονός (αν ανήκει σε δύο διαδοχικές 
ηµέρες η αναλογία γίνεται και για τις δύο ηµέρες, π.χ. αν µια 12-ωρη βροχή 
διαρκεί στον βροχογράφο από τις 8 µ.µ. µιας ηµέρας µέχρι τις 8 π.µ. της 
εποµένης οι τέσσερις πρώτες ώρες (ύψος h1) θα χρησιµοποιηθούν για την 
αναλογία που θα χρησιµοποιηθεί στο βροχόµετρο την προηγούµενη ηµέρα και 
οι άλλες 8 (ύψους h2 = h-h1) για την αναλογία που θα χρησιµοποιηθεί την 
επόµενη ηµέρα) πολλαπλασιάζεται µε το αντίστοιχο ηµερήσιο ΗΒΡ του 
βροχοµέτρου: ΗΒΡh/ΗΒΓ, για να δώσει το αντίστοιχο ύψος βροχής για την ίδια 
διάρκεια t στο βροχόµετρο. Οι µέσες τιµές στη λεκάνη για όλες τις διάρκειες 
υπολογίσθηκαν µε τη µέθοδο Τhiessen. 
 

Πίνακας 7.10: Μέγιστες ετήσιες µέσες βροχοπτώσεις h (χιλιοστ.) 
  

ΕΤΟΣ 12-ωρο 24-ωρο 36-ωρο 48-ωρο 72-ωρο 
1965-66 58.7 89.8 — — — 
1966-67 60.4 67.1 — 77.9 82.9 
1967-68 48.5 51.2 64.4 — — 
1968-69 46.8 52.9 54.7 62.7 79.8 
1969-70 35.4 52.9 71.0 76.4 91.8 
1970-71 61.3 65.7 101.6 112.1 113.5 
1971-72 22.2 43.1 45.1 56.1 63.7 
1972-73 27.3 45.9 58.1 73.0 73.8 
1973-74 33.8 38.2 44.5 50.4 53.6 
1974-75 36.7 38.6 43.1 50.9 68.2 
1975-76 33.0 38.0 42.5 44.1 50.6 
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1976-77 51.8 56.1 75.2 84.7 126.3 
1977-78 39.7 47.7 63.8 70.8 92.6 
1978-79 60.2 67.4 69.7 80.6 89.2 
1979-80 45.5 57.7 60.2 — 93.2 
1980-81 36.5 45.2 51.9 74.9 90.3 
1981-82 52.9 75.0 78.7 82.9 — 
1982-83 48.7 60.1 90.4 102.6 118.6 
 
Τα στοιχεία στη συνέχεια µετατράπηκαν σε εντάσεις: i = h/t, και 

κατετάγησαν σε σειρά µε φθίνουσα τάξη µεγέθους ii (i = 1,2,..., n µε in τη 
µεγαλύτερη) για όλες τις διάρκειες. Η εφαρµογή της κατανοµής Gumbel 
εξ.(7.15), βρέθηκε να αντιπροσωπεύει πολύ καλά τη συχνότητα εµφάνισης 
των µεγίστων ετησίων βροχών για όλες τις διάρκειες. Στον Πίνακα 7.11 
δίνονται οι παράµετροι ny , σn της εξ.(7.15) και α και u της εξ.(7.8) για τη 
ρύθµιση των κατανοµών Gumbel για όλες τις διάρκειες. Η χάραξη των 
καµπυλών σαν ευθειών σε χαρτί πιθανότητας φαίνεται στο Σχήµα 7.6. 

 
Πίνακας 7.11: Παράµετροι κατανοµής Gumbel στην ανάλυση των µεγίστων 

βροχοπτώσεων  
 

∆ιάρκεια (ώρες) 
Παράµετρος 

12 24 36 48 72 
ny  
σn 
α 
u 
 

0.5202 
1.0493 
1.0564 
3.2093 

0.5202 
1.0493 
1.8060 
2.0098 

0.5157 
1.0316 
2.1577 
1.5229 

0.5128 
1.02057 
2.5982 
1.3313 

0.5128 
1.02057 
3.2943 
1.0376 
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Στη συνέχεια από τις κατανοµές Gumbel εκτιµήθηκαν για κάθε διάρκεια και 
για περιόδους επαναφοράς: Τ = 10,20,50,100,1000 και 10000 χρόνια, οι τιµές 
της έντασης i (χιλιοστ. ώρα-1) όπως φαίνονται στον Πίνακα 7.12. 

 
 

Πίνακας 7.12: Εντάσεις  βροχής (από Gumbel) για διάφορες περιόδους 
επαναφοράς και διάρκειες 

  
Περίοδος επαναφοράς ∆ιάρκεια (ώρες) 

Τ (χρόνια) 12 24 36 48 72 ΑΤ m 
10 5.34 3.26 2.57 2.20 1.72 1.39 0.63 
20 6.02 3.65 2.90 2.47 1.94 1.44 0.63 
50 6.90 4.17 3.33 2.83 2.22 1.50 0.63 
100 7.56 4.56 3.65 3.10 2.43 1.54 0.63 

1000 9.75 5.83 4.72 3.99 3.13 1.65 0.63 
10000 11.93 7.11 5.79 4.88 3.83 1.74 0.63 

 
Για κάθε Τ συσχετίσθηκαν γραµµικά τα ζεύγη (logi, logt) και 

σχεδιάσθηκαν στο Σχήµα 7.7. Η παράµετρος b εκτιµήθηκε ίση µε µηδέν 
(σχετικά µικρή διασπορά των σηµείων γύρω από τις όµβριες καµπύλες) και µε 
τη βοήθεια των ελαχίστων τετραγώνων εκτιµήθηκαν τα m και ΑΤ = 1og(kΤα) 
της εξ.(7.49), που φαίνονται στις δύο τελευταίες στήλες του Πίνακα 7.12. 

Για κάθε Τ χαράχθηκαν οι εξ.(7.49) σαν ευθείες γραµµές σε διπλά 
λογαριθµικό χαρτί στο Σχήµα 7.7. Το σταθερό m δηλώνει ακριβώς ότι οι 
ευθείες για κάθε Τ στο διπλά λογαριθµικό χαρτί του Σχήµατος 7.7 είναι 
παράλληλες. Τέλος, συσχετίζοντας µε γραµµική σχέση τις αντίστοιχες τιµές 
ΑΤ και logT από τον Πίνακα 7.12, υπολογίσθηκαν τα k και α  ίσα µε: 
k = 19.66 και α = 0.115. Άρα οι όµβριες καµπύλες για την υπ’ όψη λεκάνη 
έχουν την εξής αναλυτική γενική σχέση: 
 
 
 
 
 
Είναι αξιοσηµείωτο ότι οι ευθείες γραµµές που προκύπτουν από αυτή την 
τελευταία γενική για όλα τα Τ σχέση διαφέρουν λίγο από τις ήδη χαραγµένες 
ευθείες στο Σχήµα 7.7, που είναι οι ευθείες ελαχίστων τετραγώνων (logi, logt) 
για κάθε Τ. Αυτό, οφείλεται στο βαθµό συσχέτισης της ευθείας (ΑΤ, logΤα) 
που είναι διάφορος της µονάδας (r = 0.99). 

63.0

115.066.19
t

Ti =
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Σχήµα 7.7. Όµβριες καµπύλες. 
 


