
 

2 2

1 1 2 2
1 1 2 2

2 1

p V p V
h h

2 g 2 g

I I

Q dt g Q dt

   
          

      

 
        

μ
δW1 1 δQ *

 (57γ) (Ελδηάκεζε κνξθή)  

1 2 (1 2)

2

i i
i i i

H H H H

p V
H h

2 g

  
 

   
 

=

 (57δ)  Χξεζηηθή κνξθή 

 
 ΢ηηο ζρέζεηο (57γ) θαη (57δ) νη όξνη εθθξάδνπλ ελέξγεηα αλά κνλάδα βάξνπο 

ξένληνο ξεπζηνύ θαη έρνπλ δηαζηάζεηο κήθνπο (βι. 5.1.4). 

o iH : Μέζν ύςνο κεραληθήο ελέξγεηαο (ζε θάζε δηαηνκή) 

o ih : Ύςνο δπλακηθήο ελέξγεηαο ιόγσ ζέζεο (ζε θάζε δηαηνκή) 

o 
ip


: Ύςνο πίεζεο (ζε θάζε δηαηνκή) 

o 

2

i
i

V

2 g



: Ύςνο θηλεηηθήο ελέξγεηαο (ζε θάζε δηαηνκή) 

o (1 2)H
 

 : Απώιεηεο κεραληθήο ελέξγεηαο (κεηαμύ δύν δηαηνκώλ) 

o H : Μεραληθό έξγν – Μαλνκεηξηθό ύςνο πδξαπιηθήο κεραλήο (βι. 5.4.3). 

 Πξνζιακβάλεηαη ζην ζύζηεκα (-) από αληιία. 
 Απνδίδεηαη από ην ζύζηεκα (+) από ζηξόβηιν. 

 

 Η ζρέζε (57δ) γξάθεηαη γηα όινπο ηνπο ζπλδπαζκνύο δεπγώλ ηνπ πιήζοσς n 
δηαηνκώλ εηζόδνπ / εμόδνπ:  

o Πξνθύπηνπλ n εμηζώζεηο! 

o Όκσο, ζηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη δπλαηό λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κόλν 
n-1 (νηεζδήπνηε) εμηζώζεηο , (δηόηη είλαη ζσλδεδεκέλες - κία πξνθύπηεη από 

ηηο ππόινηπεο). 
 

 Η εθαξκνγή ηεο εμίζσζεο ελέξγεηαο δηαθέξεη ζηηο δηαθνξεηηθέο κνξθέο ξνήο, 
δηόηη δηαθέξνπλ νη θαηαλνκέο ησλ πηέζεσλ  

 

o ΢ε δηαηνκέο όπνπ πξαγκαηνπνηείηαη νκνηόκνξθε Ρνή ππό Πίεζε: 
 

 Σν ύςνο δπλακηθήο ελέξγεηαο εθθξάδεηαη από ηελ απόζηαζε zi ηνπ άμνλα 

ηεο δηαηνκήο από ην επίπεδν αλαθνξάο.  
 

 Σν ύςνο πίεζεο εθθξάδεηαη από ην ιόγν ηεο αληηπξνζσπεπηηθήο πίεζεο pi 

πξνο ην εηδηθό βάξνο.   
 

o ΢ε δηαηνκέο όπνπ πξαγκαηνπνηείηαη νκνηόκνξθε Ρνή κε Ειεύζεξε 

Επηθάλεηα:  
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 Επηιέγνπκε θαηάιιειν όγθν αλαθνξάο: 
 

o Σηερεά όξηα = ππζκέλαο, θαηαθόξπθα ηνηρώκαηα θαη ειεύζεξε επηθάλεηα. 
 

o Δηαηνκή εηζόδνπ ε δηαηνκή 1 θαη εμόδνπ ε δηαηνκή 2, όρη νη αθξαίεο  
δηαηνκέο ηεο ζσλαρκογής (θαη ηνπ εηδηθού ζηοητείοσ ζθσροδέκαηος)!  
 Δηόηη δελ είλαη δηαηνκέο νκνηόκνξθεο ξνήο!  

 Εθεί ηα βάζε ξνήο είλαη άγλσζηα θαη ε θαηαλνκή ησλ πηέζεσλ δελ  
 είλαη πδξνζηαηηθή!  

 ΢ε αληίζεζε κε ηελ 5.3.2 είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα ζσκβηβαζηούκε θαη 

λα πεξηιάβνπκε δπλάκεηο, νη νπνίεο αζθνύληαη απεπζείαο ζηνπο αγσγνύο.  
  

 Επηιέγνπκε ρξεζηηθό ζύζηεκα αμόλσλ θαη επίπεδν αλαθνξάο: 
 

o Άμνλαο x, ν άμνλαο ηνπ αγσγνύ, άμνλαο z θαηαθόξπθνο - θάζεηνο ζηνλ x. 
 

o Επίπεδν αλαθνξάο νξηδόληην, απηό ην νπνίν νξίδεηαη από ηνλ ππζκέλα ηνπ 
αγσγνύ αλάληε ηεο ζσλαρκογής. 
 

 Ιαηαζηξώλνπκε ην ζύλνιν ησλ εμηζώζεσλ: 
 

(52γ)  1 1 2 2 1 2V E V E Q Q 0  - = -  

 

(57δ)  1 2H H=   

 

 

2 2

1 2
1 1 2 2

V V
z y z y

2 g 2 g
   

 
=   

 

(53δ)       
2

1 2 pi g1 2
1

V Q V Q F F N       
  - =  

 

        1 1 2 2 1 1 2 2 xV Q V Q y E y E N              - =     

 

Άγλσζηα κεγέζε: 1 1 1 1 2 2 2 2 xE ,y ,V ,Q ,E ,y ,V ,Q ,N  
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Q2 

x 

 

Q1 
y2 y1 

1 2 

Τοκή θαηαθόρσθε 

z 

 

1 2 

Z 
 

Fp1 V1 
Fp2 V2 



 

Επηιύνπκε ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ: 
 

1 1
1 2 1 2

1 2

Q Q
Q Q V ,V

E E
  = , όπνπ:  1 1 1E b y y   θαη 2 2E b y   

 

2 2

1 2
1 2

V V
y Z y

2 g 2 g
  

 
=  (δηόηη 1z 0  θαη 2z Z ) 

 

 
 1 2

1 1 22 2

1 2

2 g y y Z
Q E E

E E

    
   

 
  

 

 
 

   
2

1 1 2

x 1 1 2 2

1 2

Q E E
N y E y E

g E E

   
       

 
=  

 

όπνπ: 
 

 
1 1

1

1

3 b 2 y y
y

6 b y

   


 
θαη 2

2

y
y

2
  

 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: 
 

Ε1= 3,840 m2  θαη Ε2= 1,720 m2 
 

Q1= Q2= 3,996825 m3 ∕s  
 

V1= 1,040840 m ∕s θαη V2= 2,323736 m ∕s 
 

1 my 0,525 θαη 2 my 0,430  

 

Nx= - 0,753718 t  
 

 N’x= + 0,753718 t = + 7,394 kN   

(νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο δύλακεο ζην εηδηθό ζηοητείο ζθσροδέκαηος)                                     
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
                                                                                                        -106 - 



 

 Ιαηαζηξώλνπκε ην ζύλνιν ησλ εμηζώζεσλ: 
 

(52γ)  1 1 2 2 1 2V E V E Q Q 0  - = -  

 

(57δ)  1 2H H=   

 

 

2 2

1 2
1 1 2 2

V V
z y z y

2 g 2 g
   

 
=   

 

(53δ)       
2

1 2 pi g1 2
1

V Q V Q F F N       
  - =  

 

        1 1 2 2 1 1 2 2 xV Q V Q y E y E N              - =     

 

Άγλσζηα κεγέζε: 1 11 1 2 2 2 2 2 xE ,y ,V ,E ,y ,V ,Q ,b ,N  

 

 Επηιύνπκε ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ: 
 

1 1
1 2 1 2

1 2

Q Q
Q Q V ,V

E E
  = , όπνπ: 1 1 1E b y   θαη 2 2 2E b y   

 

2 2

1 2
1 2

V V
y y

2 g 2 g
 

 
=  (δηόηη 1 2z z 0  )  

 

 

2 2

1 1
1 22 2 2 2

1 1 2 2

Q Q
y y

2 g b y 2 g b y
 

     
=   

 

 
2 2

3 21 1
2 1 22 2 2

1 1 2

Q Q
y y y 0

2 g b y 2 g b

 
     

     
 

 

 
3 2

2 2y 1,203887 y 0,203874 0     

 

Εθαξκόδνπκε ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε 2.4.4  Πξνηείλεηαη σο κέζνδνο! 
 

Δελ απαηηείηαη κεηαζρεκαηηζκόο: 3

2 2y 1,203887 y 0,203874 0     

 

a b c d 
1 -1,203887 0 0,203874 
 

(17)  

3 2

2 2

2 1 2

2 2

y 1,203887 y 0,203874
y y

3 y 2,407774 y
 

 

 

  
 

  
  

 

Γηα ηε 1ε ηηκήο εθθίλεζεο: αμελούμε ην <+0,203874>  21y 1,203887  

(Επί ηες οσζίας ζεκαίλεη όηη, έρνπκε ακειήζεη ηνλ όξν θηλεηηθήο ελέξγεηαο 

2

2V

2 g
)                     
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y21 y22 y23 y24 
1,203887 1,063221 1,009260 1,000270  
 

 y2= 1,00 m. Ο πεξηνξηζκόο y2 > 0,74 θαιύπηεηαη. 

 

Εθαξκόδνπκε ηε καζεκαηηθή ιύζε 2.4.3  ΔΕΝ πξνηείλεηαη σο κέζνδνο! 
 

A B C D p q Δ 
1 -1,203887 0 0,203874 -0,161038 0,037313 -0,002784 < 0 

 

cos θ θ y21 y22 y23 
-0,577384 125,266730 1,000023 0,564813 -0,360949 
 

 y2= 1,00 m. Ο πεξηνξηζκόο y2 > 0,74 θαιύπηεηαη. 
 

Ελώ δελ θαιύπηεηαη γηα ηελ επίζεο ζεηηθή ξίδα: 0,564813  (βι. 5.2.6). 
 

 ΢πλερίδνπκε κε ην εξώηεκα 2. 
 

Εμίζσζε ελέξγεηαο: 

2 2

1 1
1 22 2 2 2

1 1 2 2

Q Q
y y

2 g b y 2 g b y
 

     
=   

 

o Η ελέξγεηα ζηε δηαηνκή 1 είλαη ζηαζεξή θαη δεδνκέλε. 
o Η ελέξγεηα ζηε δηαηνκή 2 είλαη ίζε κε ηελ πξνεγνύκελε, άξα είλαη ζηαζεξή  

αιιά, απνηειεί ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηώλ (αγλώζησλ) y2 θαη (πιένλ) b2! 
 

Η παξάγσγόο ηεο εμίζσζεο ελέξγεηαο: 

2 2

1 1
2 12 2 2 2

2 2 1 1

Q Q
y y 0

2 g b y 2 g b y

 
    

      
  

 

δειαδή ηεο 
2 2

3 21 1
2 1 22 2 2

1 1 2

Q Q
y y y 0

2 g b y 2 g b

 
     

     
, σο πξνο y2 είλαη:  

 

2
2 1
2 1 22 2

1 1

Q
3.y 2. y .y

2 g b y

 
  

   
 θαη ν κεδεληζκόο ηεο καο δίλεη ηηο νξηαθέο ηηκέο: 

 

2 2
*2 *1 1
2 1 2 12 2 2 2

1 1 1 1

Q Q2
3.y 2. y 0 y y

2 g b y 3 2 g b y

   
         

        
  

 

θαη 

1 /2

1
2min 3 /2

2

1
1 2 2

1 1

Q3,375
b

g Q
y

2 g b y

 
  

   
 

   

 

 

΢πλερίδνπκε κε ην εξώηεκα 3. 
 

 
 

   
2 *

1 1 2 * *

x 1 1 2 2*

1 2

Q E E
N y E y E

g E E

   
       

 
=  όπνπ: 1

1

y
y

2
  θαη 

*
* 2
2

y
y

2
  
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Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: 
 

Ε1= 3,322200 m2  θαη V1= 1,204021 m ∕s 
 

y2= 1,00 m  
 

Ε2= 2,000046 m2  θαη V2= 1,999954 m ∕s 
 

y2*= 0,802591 m θαη b2min = 1,776166 m 
 

1 my 0,565 θαη 
*

2 my 0,500  

 

Nx= - 0,552548 t  
 N’x= + 0,552548 t = + 5,028 kN   

(νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο δύλακεο ζηε ζσλαρκογή) 

 
5.3.9  Η εθαξκνγή αθνξά ζε ζπλδπαζκό Ρνήο κε Ειεύζεξε Επηθάλεηα θαη  
Ρνήο ππό Πίεζε  
 

Αγσγόο θπθιηθήο δηαηνκήο κε δηάκεηξν D ζρεδηάδεηαη κε νξηδόληην ππζκέλα  

(κεδεληθή θαηά κήθνο θιίζε), κεηαθέξεη λεξό κε παξνρή Q1 θαη θαηαιήγεη ζε θρεάηηο. 

Ιαηάληε  ηνπ θρεαηίοσ ε παξνρή δηνρεηεύεηαη ζε αγσγό θπθιηθήο δηαηνκήο κε  

δηάκεηξν D θαη νξηδόληην ππζκέλα. 
Σν βάζνο νκνηόκνξθεο ξνήο ζηε δηαηνκή 1 – οιίγολ αλάληε ηνπ θρεαηίοσ είλαη y1. 

Οιίγολ θαηάληε ηνπ θρεαηίοσ, ζε δηαηνκή νκνηόκνξθεο ξνήο 2, είλαη ηνπνζεηεκέλν 

απιό πηεδόκεηξν, ηνπ νπνίνπ ε έλδεημε - εθηόο ηνπ αγσγνύ - είλαη h (βι. ζρήκα). 
 

Οη απώιεηεο ελέξγεηαο κεηαμύ ηεο δηαηνκήο εηζόδνπ θαη ηεο δηαηνκήο εμόδνπ δίδνληαη 

από ηε ζρέζε: ΔΗ1-2= V2
2 ∕ 4.g. 

Θεσξνύκε όινπο ηνπο ζπληειεζηέο ζπλόξζσζεο ζε όιεο ηηο δηαηνκέο ίζνπο κε ηε  

κνλάδα. 
 

Ζεηνύληαη λα ππνινγηζηνύλ: 

1. Η έλδεημε h ζην πηεδόκεηξν. 

2. Η νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο δύλακεο, νπνία αζθείηαη ζην θρεάηηο.      
Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: Q1= 4,5 m3 ∕s, D= 1,5 m, y1= 0,75 m, Z= 0,75 m. 
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Fp1 

x 

 

h 

y1 

1 2 

D 

Z 

Q1 

Q2 

z 
 

h 

1 2 Τοκή θαηαθόρσθε 

V1 

Fp2 V2 



 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: 
 

Ε1= 0,883573 m2 , V1= 5,092958 m ∕s, Ε2= 1,767146 m2 , V2= 2,546479 m ∕s 
 

h= 0,076269 m  

1 my 0,318310 θαη 
2

2p 0,796269 t /m  

 

Nx= - 0,010777 t  
 

 N’x= + 0,010777 t = + 0,106 kN   

(νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο δύλακεο ζην θρεάηηο) 

 
5.3.10  Η εθαξκνγή αθνξά ζε Ρνή δηζδηάζηαηεο Φιέβαο ζηελ Αηκόζθαηξα 
 

4.1 Δηζδηάζηαην πηεξύγην, κνξθήο L κε γσλία 90ν, ζε νξηδόληην επίπεδν  

δέρεηαη εθηνμεπόκελε δηζδηάζηαηε θιέβα λεξνύ πάρνπο a, κε ηαρύηεηα V. 
Με δεδνκέλν όηη ε ζπλνιηθή αληίδξαζε N ηεο ζηήξημεο ηνπ πηεξπγίνπ είλαη νκναμνληθή  

κε ηε θιέβα (βι. ζρήκα), ακειώληαο απώιεηεο ελέξγεηαο θαη ζεσξώληαο όινπο ηνπο  

ζπληειεζηέο ζπλόξζσζεο ζε όιεο ηηο δηαηνκέο ίζνπο κε ηε κνλάδα, δεηνύληαη: 
 

1. Να ππνινγηζηνύλ ηα πάρε ησλ θιεβώλ a1 θαη a2 ζπλαξηήζεη ησλ a, θ θαη σ. 

2. Να ππνινγηζηεί ε αληίδξαζε ηεο ζηήξημεο Ν (αλά κέηξν πιάηνπο θαζέησο ζην 
νξηδόληην επίπεδν). 

3. Αλ ην πηεξύγην κπνξεί λα ζηξαθεί πεξί ην Ο, παξακέλνληαο απαξακόξθσην, λα  

ππνινγηζηεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο αληίδξαζεο Ν’max θαη νη αληίζηνηρεο (σο πξνο ηνλ  

άμνλα ηεο θιέβαο) γσλίεο, όπνπ απηή εκθαλίδεηαη. 
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή : a= 45 cm, V= 3,5 m ∕ s, θ= 30o, σ = 60o. 
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Ο 

σ

  

θ

  

V2 

V1 

a2 

y  

Ν 

a1 

x

  a
  

V 

0 

1 

2 

Τοκή ορηδόληηα 



 

 1 1 2 2V q sin V q sin 0       =  1

sin
a a

sin sin


 

  
 θαη 2

sin
a a

sin sin


 

  
 

 

 
2

x

V a 1
N N 1

g sin cos

   
    

   
=  

 

΢πλερίδνπκε κε ην εξώηεκα 3. 
 

Πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί ν όξνο sin cos     
 

Παξαγσγίδνληαο: cos sin 0 tan 1        σ= θ= 45ν  
 

 
2

max xmax o

V a 1
N N 1

g 2 sin45

   
    

 
=  

 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: 
 

V1= V2 = V= 3,5 m ∕s 
 

a1= 0,285289 cm θαη a2= 0,164711 cm 
 

q0= 1,575000 m2 ∕s, q1= 0,998512 m2 ∕s θαη q2= 0,576488 m2 ∕s 
 

Nx= - 0,150568 t /m θαη Ny= 0 

 
 N’x= + 0,150568 t /m θαη N’y=  0 (ζπληζηώζεο ηεο δύλακεο ζηo πηεξύγην) 
 

 N’= + 0,150568 t /m = 1,477 kN /m 

 

Nxmax= - 0,164584 t /m 
 

 N’max= + 0,164584 t = 1,615 kN /m θαη σ= θ= 45ν 
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Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε νηαδήπνηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 
Πξνζνρή: ΢ηελ πεξίπησζε σποπίεζες ε εθξνή ηεξκαηίδεηαη κε βάζε ηελ (152)  
 

B

A

h

2 1/2

h 1

dh
t K

p
h

   
 

 
 

  (155) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σπερπίεζες είλαη: {hA= h0 , hB= 0} 
 

Γηα οριακή εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σποπίεζες είλαη: {hA= h0 , hB= h*} 

 
8.7.8  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή V - εθξνή 

 

 Θζρύνπλ κόλν νη Εηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, d, e, f ΟΧΙ ε c. 
΢ηε δεμακελή ππάξρνπλ δύν ζηξώζεηο πγξνύ κε δηαθνξεηηθά εηδηθά βάξε γ1 θαη 
γ2. ΢ηε δηαηνκή 10 (θαη πξνθαλώο ζηελ εθάζηνηε 1) αζθείηαη ζηαζεξή πίεζε p1 

από ηελ πάλσ ζηξώζε ύςνπο Y1. 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
1/2

2
1/21 2 22 1 1

2 22

2 2

h
p p V Y

h z V 2 g h
2 g

  
         
    

 (156) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d θαη ΟΧΙ ε c )      -184 - 

Y1 

h 

h0 

V22 

10 Ε1 

Ε2 

dh 1 Ε1 

γ1 

3 Ε1 

γ2 
Y1 

h V21 

3 

 
Ε1 

Ε2 

dh 1 Ε1 

γ1 



 

   
2

1/21 2 21
2 21 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ πιένλ όιεο νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d ΚΑΙ ε c ) 
 

     
1/2

1/2 1 1
22 2 2 2 2 2

2

h h
Y

Q c E V c E 2 g h
  

        
 

 (157) 

 

   2 1 1 22 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 0h h 0   

 

   2 1 1 21 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 1Y h 0   

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Μνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(157) θαη (137)  2 1/2

1 1

2

dh
dt K

Y
h

  
  

 
 

 (158) γηα 0 2h:h 0 ,t :0 T   

 

(136) θαη (137)  2 1/2

dh
dt K

h
    (138) γηα 1 1h: Y 0 ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη ίδηα θαη ζηα δύν πεδία: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139)  

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(κε πξνζνρή ζηα όξηα – ζηάζκεο ) 
 

D

C

h

2 1/2

h 1

dh
t K

p
h

   
 

 
 

  (159) 

 

 
B

A

h

1/2 1/2

2 2 A B1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ηεο θάησ ζηξώζεο ηνπ πγξνύ γ2 είλαη: {hC= h0 , hD= 0} 
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ηεο άλσ ζηξώζεο ηνπ πγξνύ γ1 είλαη: {hA= Y1 , hB= 0} 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: 2 1T T T                                                        -185 - 



 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135)  

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d)  
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

   2 1 1 2 1 1h h
dh dh

Q Q E Q E Q
dt dt

          (165) 

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f αιιά όρη ε e ) 

΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή ην πξόζεκν ηεο Q1 είλαη (+) 

΢ηελ πεξίπησζε εθξνήο παξνρήο από ηε δεμακελή ην πξόζεκν ηεο Q1 είλαη (-) 
 

 Μνξθώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)  
1

2 1/2

1

E hdh
dt K

h Q


     (166) 

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή (αλαπιήρωζες) ε θνξά θίλεζεο 
ηεο ζηάζκεο εμαξηάηαη από ηε ζρέζε ηεο εηζξνήο Q1 θαη ηεο εθξνήο Q2(h)  
θαη ππάξρεη κηα ζηάζκε ηζνξξνπίαο h#, ε νπνία πξνθύπηεη όηαλ Q1= Q2(h#)! 
 

 

2

# 1

2 2

Q1
h

2 g c E

 
   

  
 (167)  

 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 < Q2(h0), ε ζηάζκε ζα θαηέβεη θαη ζα ηζνξξνπήζεη ζην h#! 
 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 > Q2(h0), ε ζηάζκε ζα αλέβεη θαη ζα ηζνξξνπήζεη ζην h#! 
 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 = Q2(h0), δειαδή  
1/2

1 2 2 0Q c E 2 g h      (168),                            

 

ε ζηάζκε ζα παξακείλεη ακεηάβιεηε ζην h0 = h# ♫ 
 

 Οινθιεξώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε οηαδήποηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 

Αιιά, ιακβάλνληαο ππόςε ηνπο σο άλσ πεξηνξηζκνύο θαηά πεξίπησζε: 
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΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή: 
 

 
B

A

h

1/2 1/21 1
2 2 A B1/2

1 1h

Q E hdh
t K 2 K h h

h E Q


          (169) 

 

γηα 
# #

0h:h h ,t :0 T   
 

Γηα νξηαθή ηζνξξνπία είλαη: {hA= h0 , hB= h#} 
 

΢ηελ πεξίπησζε εθξνήο παξνρήο από ηε δεμακελή: 
 

 
B

A

h

1/2 1/21 1
2 2 A B1/2

1 1h

Q E hdh
t K 2 K h h

h E Q


          (170) 

 

γηα 0h:h 0 ,t :0 T   
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= 0}  

 
8.7.11  Αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ζύλζεησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ 

 

 Οη ζύλζεηεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, νη νπνίεο πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηεο 
σο άλσ δηαδηθαζίαο δελ είλαη ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο δπλαηό ( ή επρεξέο…) λα 

νινθιεξσζνύλ κε καζεκαηηθή ζρέζε. 
 

 Πξνηείλεηαη ε δηαδηθαζία αξηζκεηηθήο νινθιήξσζήο ηνπο κε κέζνδν ηύπνπ 

Simpson, θαηά ηελ νπνία ε δηαθνξηθή εμίζσζε κεηαηξέπεηαη ζε εμίζσζε 

πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ. 
 

o Πξνζδηνξίδεηαη ε εμίζσζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ, ε νπνία αληηθαζηζηά ηε 

ζπλερή δηαθνξηθή εμίζσζε. 
o Σν πεδίν εθξνήο – κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο δηαηξείηαη ζε άληζα δηαζηήκαηα – 

εσθσώς επηιεγόκελα - αλαιόγσο κε ηε γεληθή κνξθή ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο. 
o ΢ηα δηαζηήκαηα απηά πξνζδηνξίδεηαη ην αληίζηνηρν εκβαδό (ή όγθνο) ηνπο θαη 

ην θέληξν βάξνπο ηνπο θαη ε απόζηαζε ηνπ από ην επίπεδν αλαθνξάο. 

o Εθαξκόδεηαη ε εμίζσζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ γηα θάζε δηάζηεκα θαη 

ππνινγίδεηαη ν ρξόλνο κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο ζην δηάζηεκα απηό. 
o Σν άζξνηζκα ησλ σο άλσ ρξόλσλ πξνζεγγίδεη ηθαλνπνηεηηθώο ην ρξόλν 

κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο, ν νπνίνο ζα πξνέθππηε από ηε ζσλετή καζεκαηηθή 

νινθιήξσζε. 
 

 Γηα λα γίλεη θαηαλνεηή ή δηαδηθαζία θαη ηεθκεξησζεί ε αθξίβεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο, ζα ηελ εθαξκόζνπκε ζηε βαζική μορφή (βι. 8.7.3). 
 

o 2 1/2

dh
dt K

h
    (138)  

*

2 1/2

y
t K

y


    (138Δ) 

 

Σα άληζα – εσθσώς επηιετζέληα – δηαζηήκαηα απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα κε ζηξεβιή 
θαηαθόξπθε θιίκαθα:                                                                                  -190 - 


