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8.9.3  Ζ εθαξκνγή αθνξά ζηα  8.7.8 θαη 8.7.3 
 

Κπιηλδξηθό δνρείν κε δηάκεηξν D θαη αξρηθό ζπλνιηθό βάζνο h0 πεξηέρεη 

δύν ζηξώζεηο πγξώλ: Πεηξέιαην κε εηδηθό βάξνο γ1 θαη βάζνο Y1 θαη λεξό κε εηδηθό  
βάξνο γ2 θαη βάζνο Y2. Σα αξρηθά βάζε ησλ δύν πγξώλ y1 θαη y2 είλαη άγλσζηα. 
 

Πξνθεηκέλνπ λα δηαπηζησζεί πόζν λεξό πεξηέρεη ε δεμακελή, αλνίγεηαη ζηνλ ππζκέλα  
ηνπ δνρείνπ κηθξή απλή νπή, δηακέηξνπ d θαη κεηξάηαη ν ρξόλνο Τ εθξνήο ηνπ λεξνύ από  

ηελ νπή κέρξη ηε ζηηγκή όπνπ αξρίδεη λα εθξέεη πεηξέιαην. 
 

1. Εεηείηαη λα ππνινγηζηεί ην ύςνο y2 ηεο ζηξώζεο λεξνύ σο ζπλάξηεζε ησλ D, h0, 

 y1, y2, d θαη ηνπ ρξόλνπ Τ εθξνήο ηνπ λεξνύ.  
 

2.   Δάλ κεηά ην πέξαο ηεο εθξνήο ηνπ λεξνύ θιείζεη ε νπή, λα ππνινγηζηεί πνηά πξέπεη 

λα είλαη ε παξνρή ηξνθνδνζίαο πεηξειαίνπ Q, ώζηε ην δνρείν λα γεκίζεη κε πεηξέιαην 

κέρξη ην ύςνο h0 ζε ίζν ρξόλν Τ.      
   
Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: D= 1,20 m, h0= 0,90 m, γ1= 0,82 t ∕m3, γ2= 1,00 t ∕m3, 
d= 12,0 cm θαη T= 58,0 s. 
 

  
 

 
 

 

Q 

h0 

y1 

d 

y2 

y1 

h0 

γ1 

γ2 

γ1 

Τομή καηακόπςθη 
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1ε Φάζε: 
 

 Δθαξκόδνπκε ηηο απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
1/2

2
1/21 2 2 1 1

2 2

2

h
p p V y

h z V 2 g h
2 g

  
         

    
 γηα 2h y  

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d θαη ΟΧΘ ε c ) 
 

Δίλαη θαη: 2 0 1y h y   

 

     
1/2

1/2 1 1
2 2 2 2 2 2

2

h h
y

Q c E V c E 2 g h
  

         
 

  

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

          

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f. Αξρηθώο δελ ππάξρεη εηζξνή Q1) 
 

 Μνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζωζε: 
 

2 1 /2

1 1

2

dh
dt K

y
h

  
  

 
 

, γηα 2h: y 0 ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 
   

2
1

2 1/2 1/2 2
2 2 2

E 1 D
K

c E 2 g c 2 g d
  

    
 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζωζε: 
 

1/2 1 /20

1 1 1 1
2 2 21/2

2 2y2 1 1

2

y ydh
T K 2 K y

y
h

       
           

           
 

  

 

Δίλαη: 

1/2 1/2

1 0 1 01 2 1 2
1 0 2 2 2

2 2 2 2

h hy y
y h y T 2 K y

          
             

        

 

 

 

1/2 1/2

1 0 1 01 2 1 2
2

2 2 2 2 2

h hy y T
y

2 K

         
       

       
 



 - 200 - 

2ε Φάζε: 
 

 Δθαξκόδνπκε ηηο απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   2 2h hV 0 Q 0    γηα 1 0y h h   
 

(δηόηη δελ ππάξρεη εθξνή ) 
 

 

 
2

2
2 1 1 1 1h

ydh dh D
Q Q E Q E Q

dt dt 4 T

 
           ♫ 

 

Σώξα ππάξρεη κόλν εηζξνή Q1  
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: Ζ ζρέζε ηηκήο ησλ δηακέηξσλ d θαη D οπιακώρ επηηξέπεη ηνλ 

ραξαθηεξηζκό ηεο νπήο σο μικπήρ…  

Ωο εθ ηνύηνπ ν ζπληειεζηήο πιήξνπο ζπζηνιήο c2 είλαη δπλαηό λα ιεθζεί 0,611, 
ωρ ζςνήθωρ – ζεσξώληαο ζηνλ Πίλαθα v. Mises d/D ≈ 0  Ι2= 36,049561, ή κε 

ηελ ακπιβέζηεπη ηηκή ηνπ, εάλ ζεσξήζνπκε d/D= 0,1.   

 
 

    
1/2 1/2

2 20,18 y 0,738 0,738 0,82 y 0,784854       

 

    
1/2 1/2

2 2 20,18 y 0,738 0,738 y 0,18 y 0,784854        

 

    
1/2 1/2

2 2 2a y b b y a y c        

 

Ζ εμίζσζε θαηαιήγεη ζε δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε σο πξνο ην y2, κε κία ζεηηθή ξίδα. 
 

 y2= 0,868454 m ≈ 0,87 m 
 

 y1= 0,031545 m ≈ 0,03 m (η ζηπώζη πεηπελαίος ήηαν για «ξεκάπθωμα»). 

 

 Q= 0,017 m3/s. 
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8.9.4  Ζ εθαξκνγή αθνξά ζην 8.7.10  
 

ηνλ ππζκέλα ιεπηόηνηρεο θπιηλδξηθήο δεμακελήο Δ1 δηακέηξνπ D, ππάξρεη κηθξή  

απλή θπθιηθή νπή δηακέηξνπ d. Ζ δεμακελή έρεη ζηαζεξή ζηάζκε λεξνύ ζε ύςνο D  
θαη ηξνθνδνηείηαη κε ζηαζεξή παξνρή λεξνύ Q1.  

Ζ θιέβα ε νπνία εμέξρεηαη από ηελ νπή ηεο Δ1 ηξνθνδνηεί ιεπηόηνηρε θπιηλδξηθή  

δεμακελή Δ2, δηακέηξνπ 2.D, ε νπνία πεξηιακβάλεη ζηνλ ππζκέλα ηεο κηθξή θπθιηθή  

νπή κε ιδιαίηεπη διαμόπθωζη  δηακέηξνπ d (βι. ζρήκα).  
Ζ δεμακελή Δ2 έρεη αξρηθή ζηάζκε λεξνύ ζε ύςνο D. 
 

Εεηνύληαη: 
 

1.  Ζ παξνρή Q1.  
2.  Ο ρξόλνο Τ θαηά ηνλ νπνίν ζα ζηαζεξνπνηεζεί ε ζηάζκε ζηε δεμακελή Δ2  θαη ε   

ηειηθή απηή ζηάζκε Η.      
   
Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: D= 2,0 m θαη d= 3,0 cm. 

 

 
 

ηε δεμακελή Δ1 ε ζηάζκε είλαη ζηαζεξή: 

Άξα είλαη ε ζηάζκε ηζνξξνπίαο θαη Q1= Q2 ♫  
 

(168)     
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Τομή καηακόπςθη 
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 ηε δεμακελή Δ2  εθαξκόδνπκε ηηο απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

(135)     
2

1/23 4 4
4 4 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
  

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d)  
 

(136)       
1/2

4 4 4 4 4 4h hQ c E V c E 2 g h          

 

(165)     4 1 3 4 3 1h h
dh dh

Q Q E Q E Q
dt dt

          

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f αιιά όρη ε e  θαη ε Q1= Q2  είλαη εηζξνή) 
 

 Μνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζωζε: 
 

 1
4 1/2

3

Qdh
dt K

h E
      

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 
   

2
3

4 1/2 1/2 2
4 4 4

E 1 4 D
K

c E 2 g c 2 g d

  
   

     

  

 

Ζ ζηάζκε ηζνξξνπίαο Η, ε νπνία πξνθύπηεη όηαλ Q1= Q4(Η) είλαη: 
 

2 2

1 2

4 4 4

Q c1
H D D
2 g c E c

   
       

    
 ε ζηάζκε ζηε δεμακελή Δ2  αλέξρεηαη! 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζωζε:  
 

 
H

1/2 1/21 1
4 41/2

3 3D

Q Qdh
t K 2 K D H

h E E
         γηα h:D H ,t :0 T   

 

 
 

1/2

21/22
4 3 /2

4

c 2 gc
T 2 K 1 D

c 4 D

    
       

   
 

 
Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: c2= 0,611, c4= 0,500, Ι4= 8.027,086951 

 

Q1= 0,002705 m3/s 
 

Η= 2,986568 m ≈ 2,99 m 
 

Τ= 5.040,055550 s ≈ 84 min 
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8.10 Σηνηρεία ζεωξίαο θιεβώλ - βολών    

8.10.1  Δηζαγσγή 
 

 Οη θιέβεο πγξνύ νη νπνίεο εθξένπλ από νπέο ή ακποθύζια αθνινπζνύλ,                      
ππό νξηζκέλεο πξνϋπνζέζεηο, (θπξίσο ακέιεζε ηξηβώλ θαη αληίζηαζεο ηνπ αέξα) 

ηνπο λόκνπο νη νπνίνη δηέπνπλ ηηο βνιέο ζηεξεώλ ζωκάηωλ  αλάιπζε θαηά 

Lagrange (βι. 3.1.2). 
 

 ηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα θαηαιήγνπκε, εάλ εθαξκόζνπκε ηελ εμίζσζε Bernoulli 

(βι. 7.1.2). 

 
8.10.2  Βαζηθέο ζρέζεηο 

 

 Φιέβα εθξέεη ππό γσλία ζ (σο πξνο ηελ νξηδόληηα) κε αξρηθή ηαρύηεηα V0 θαη 

πξνζπίπηεη ζε νξηδόληην επίπεδν, ην νπνίν δηέξρεηαη από ην ζεκείν εθξνήο. 
 

 
 

o Εμίζωζε ηξνρηάο (x , y) ησλ ξεπζηώλ ζσκαηηδίσλ: 
 

0x V cos t     (172) θαη 

 
2

2

0

g
y tan x x

2 V cos
    

  
 (173) 

 

o Γεωκεηξηθά κεγέζε θαη ηαρύηεηα ζε ηπρόλ ζεκείν 1(x1 , y1) ηεο ηξνρηάο: 

 

1x 0V V cos    (174) – ζηαζεξή ζπληζηώζα ζε όιν ην κήθνο ηεο ηξνρηάο! 

 

1y 0 0

0

g x
V V sin g t V sin

V cos


        

 
 (175) 

 

 
1y

2

1x 0

V g x
tan tan

V V cos


    

 
 (176) 
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o Οξηαθά κεγέζε: 
 

Βειελεθέο L  
 2

0

max

V sin 2
x

g

  
  (177) 

 

Μέγηζην ύςνο Η  
 

2

0

max

V sin
y

2 g

 



 (178) (αληηζηνηρεί ζην L /2) 

 

Σαρύηεηα πξόζπησζεο: 1xL 0V V cos    θαη 1yL 0V V sin     

 

 Φιέβα εθξέεη νξηδόληηα κε αξρηθή ηαρύηεηα V0 θαη πξνζπίπηεη ζε νξηδόληην 

επίπεδν, ην νπνίν απέρεη ύςνο (-)z από ην επίπεδν ηνπ ζεκείνπ εθξνήο. 
 

 
 

o Εμίζωζε ηξνρηάο (x , y) ησλ ξεπζηώλ ζσκαηηδίσλ: 
 

0x V t   (172α) θαη 

2
2

2

0

g t g
y z z x

2 2 V


    


 (173α) 

 

o Γεωκεηξηθά κεγέζε θαη ηαρύηεηα ζε ηπρόλ ζεκείν 1(x1 , y1) ηεο ηξνρηάο: 

 

1x 0V V  (174α), 1y

0

g x
V g t

V


      (175α),  

 

1y

2

1x 0

V g x
tan

V V


     (176α) 

 

 

o Οξηαθά γεωκεηξηθά κεγέζε: 
 

Βειελεθέο L  
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max 0

2 z
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o Γεωκεηξηθά κεγέζε θαη ηαρύηεηα ζην ζεκείν 2(L , 0) πξόζπηωζεο: 
 

2x 0V V  (174α) θαη  
1/2

2yV 2 g z     (175β) 

 

 
1/2

2y

2x 0

V 2 g z
tan

V V

 
     (176β) 

 
8.10.3  Σξαγηθά ζθάικαηα  

 

 Οη εθαξκνγέο ζε πξνβιήκαηα θιεβώλ ζπλήζσο ζπλδπάδνληαη κε άιια πεδία  

πξνβιεκάησλ θαη ηνύην είλαη δπλαηό λα νδεγήζεη ζε παηδαξηώδε - ηξαγηθά 

ζθάικαηα: 
 

 ε πεξίπησζε εθθέλσζεο δνρείνπ – δεμακελήο κέζσ κηθξήο νπήο ππνινγίδεηαη ν 

ρξόλνο t θαζόδνπ ηεο ζηάζκεο από επίπεδν ζε επίπεδν (ελδεηθηηθώο βι. 8.7.3). 
 

 
 

o Ζ αξρηθή ηαρύηεηα ηεο βνιήο V0 όλησο ηαπηίδεηαη κε ηελ ηαρύηεηα εμόδνπ ηεο 

θιέβαο ζηε δηαηνκή πιήξνπο ζπζηνιήο 2, άξα είλαη θαη ε V0 κεηαβιεηή.  
 

ελδεηθηηθώο (135)    
1/2

0 2 hV V 2 g h     

 

o Όκσο, ν ρξόλνο t ζηε βνιή - ελδεηθηηθώο ζηηο ζρέζεηο (172), (173) θ.ιπ. – 

δελ έρεη θακία ζχέζη κε ην ρξόλν t ζηελ εθξνή - ελδεηθηηθώο ζηηο ζρέζεηο 
(142), (144) θ.ιπ. –  . 
 

 ε πεξίπησζε αθξνθπζίνπ, είηε ζε δνρείν – δεμακελή, ή σο εηδηθό ηεκάρην 

αγσγνύ, ε δηακόξθσζε ησλ ρεηιέσλ ηνπ πεξηιακβάλεη θάπνηα γσλία ζ 
(ελδεηθηηθώο βι. 8.2.4). 
 

o Όκσο, ε γσλία ζ ζηε βνιή - ελδεηθηηθώο ζηηο ζρέζεηο (172), (173) θ.ιπ. – 
δελ έρεη θακία ζχέζη κε γσλία ζ ζηo αθξνθύζην – ρξήζηκε γηα ηνλ Πίλαθα 
v. Mises . 

 

h 

h0 

V2 

10 Ε1 

Ε2 

dh 1 Ε1 
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 ε πεξίπησζε πξόζπησζεο θιέβαο ζε πιάθα ή πηεξύγην απαξαίηεην ζηνηρείν 

απνηειεί ε γσλία πξόζπησζεο ω (ελδεηθηηθώο βι. 5.3.10 θαη 8.11.2). 
 

 
 

o Ζ γσλία ω πξόζπησζεο ηεο θιέβαο πξνζδηνξίδεηαη κέζσ ηεο γσλίαο θ ηεο 

θιέβαο ζην ζεκείν πξόζπησζεο - ελδεηθηηθώο από ηε ζρέζε (176) – θαη ηεο 

αληίζηνηρεο γωλίαο θιίζεο ηεο πιάθαο (ή ηνπ άμνλα ηνπ πηεξπγίνπ) θαη 
γεληθώο δελ είλαη 90ν 

. 

h0 

V2 

10 Ε1 

Ε2 

1 Ε1 

Τομή καηακόπςθη 
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Β ή D b ή d 

q ή Q 
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V2 

10 Ε1 

Ε2 

1 Ε1 

Τομή καηακόπςθη Λεπηομέπεια  
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8.11 Εθαξκνγέο ππνινγηζκνύ 
       
8.11.1  Ζ εθαξκνγή αθνξά ζε εθθέλσζε δεμακελήο κέζσ κηθξήο νπήο ζε 

ζπλδπαζκό κε Ρνή ηξηζδηάζηαηεο Φιέβαο ζηελ Αηκόζθαηξα.  

Βαζίδεηαη – αμηνπνηεί ηα 8.9.1, 5.3.6, 8.10.2. 
 

ε απόζηαζε Ζ θάησ από ηε δεμακελή ηεο εθαξκνγήο 8.9.1 ηνπνζεηείηαη επίπεδε 

νξηδόληηα πιάθα, όπνπ πξνζπίπηεη ε θιέβα (βι. ζρήκα). 
 

Εεηνύληαη: 
 

1. Ζ δηάκεηξνο d3 ηεο θιέβαο ηνπ λεξνύ ζηε δηαηνκή Ε3, ολίγον πξηλ ηελ 

πξόζπησζε ζηελ πιάθα, ζε δύν πεξηπηώζεηο: Γηα ηελ αξρηθή ζηάζκε h0 ζηε 
δεμακελή θαη ηε ζηάζκε h0 ∕2. 

2. Ζ δύλακε F, ε νπνία αζθείηαη ζηελ πιάθα από ηε θιέβα, γηα ηελ αξρηθή ζηάζκε 

h0 ζηε δεμακελή θαη ηε ζηάζκε h0 ∕2.  
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: d= 8,0 cm, h0= 4,0 m, D0 = 3,0 m, D2= 5,0 m, Ζ= 3,0 m. 

 

 
 

Από ηελ επίιπζε ζηελ (8.9.1)     
1/2

2 hV 2 g h    θαη 

2

2c

0,611 d
E

4

  
  

 

Δμίζσζε ζπλέρεηαο (2)~(3): 

       
 

 

1/ 4

1/2
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h h h h
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2 g h
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dh 1 Ε1(h) 

Ε*
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4 4 
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Τομή καηακόπςθη 
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Δμίζσζε ελέξγεηαο (2)~(3):  
 

   
      

22
1/2

232
3 3 2

hh
h h h

VV
Z d V V 2 g Z

2 g 2 g
        

 
 

 

  

1/ 4

1/2

3 h
h

d 0,611 d
h Z

 
   

 
  

 Ζ Ε3 είλαη κηθξόηεξε από ηε δηαηνκή πιήξνπο ζπζηνιήο (βι. θαη 5.3.6) 

 
Δμίζσζε πνζόηεηαο θίλεζεο (3)~(4) θαηά ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα: 

 

Δελ ππάξρεη δύλακε θαηά ηνλ νξηδόληην άμνλα! (βι. 5.3.6) 
 

         
2

3 3 3 3h h h h hF V Q V E
g


        

 

    
2

1/2

h
0,611 d

F h Z h
2

  
         

 
Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: 
 

h= h0  d3= 5,436897 cm θαη F= 0,032503 t = 0,319 kN 
 

h= h0 ∕2  d3= 4,973082 cm θαη F= 0,019424 t = 0,191 kN 
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8.11.2  Ζ εθαξκνγή αθνξά ζε εθξνή από δεμακελή ζηαζεξήο ζηάζκεο κέζσ κηθξήο 
ζρηζκήο ζε ζπλδπαζκό κε Ρνή δηζδηάζηαηεο Φιέβαο ζηελ Αηκόζθαηξα.  

Βαζίδεηαη – αμηνπνηεί ηα 8.3.2, 8.10.2 θαη 5.2 
 

Γηζδηάζηαην δνρείν έρεη πιάηνο h θαη πεξηέρεη λεξό κε ζηαζεξή ζηάζκε h. 

ην έλα θαηαθόξπθν ηνίρσκά ηνπ ππάξρεη ζρηζκή πιάηνπο b, ηεο νπνίαο ν άμνλαο  

βξίζθεηαη ζην κέζν ηεο ζηάζκεο h, απ’ όπνπ εθξέεη θιέβα, ε νπνία πξνζθξνύεη ζε 

θεθιηκέλν επίπεδν γσλίαο ω σο πξνο ηελ νξηδόληηα (βι. ζρήκα). 
 

Εεηνύληαη: 
 

1. Ζ απόζηαζε L όπνπ πξνζθξνύεη ε θιέβα. 

2. Οη παξνρέο q, q1 θαη q2. 
 

Τπόδεημε : Ακειήζηε ηηο ηξηβέο, απώιεηεο ελέξγεηαο θαη ην βάξνο ηεο θιέβαο.  
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: b= 2,0 cm, h= 2,5 m, ω = 30ν. 

 

 
 

 Δθξνή: (101)    
1/2

V g h   θαη  
1/2

q c b V c b g h        

 

 Δμίζσζε ηξνρηάο: (172α)   
1/2

x V t g h t       

 

θαη (173α)  

2
2

2

h g h g t
y x
2 2 V 2 2


    


  

 

 εκείν πξόζθξνπζεο:  
1/2

L cos g h t      
 

1 /2

L cos
t

g h

 



 

 

θαη  

2h h g t
L sin

2 2 2

 
      
 

  

2

2 h tan h
L L 0

cos cos

   
    

  
 

φ - ω 

L 

φ 

ω 

V 
q  

b 

y 

 

x 
 

h∕2 

h∕2 

h 

Y 
 

X 
 

ω 
V1 

q  

VL 

q1  

q2  

V2 
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 Μεγέζε ζην ζεκείν πξόζθξνπζεο: 
 

(174α)   
1/2

xLV V g h    θαη (175α)  

1/2

yL

g x g
V L cos

V h

  
       

 
 

 

 
1/2

2

1 2 L

g
V V V g h L cos

h

 
        

 
 

 

(176α)  
yL

xL

V L cos
tan

V h

 
      

L cos
arctan

h

  
   

 
 

 

 Μνλνδηάζηαηε αλάιπζε ζην ζεκείν πξόζθξνπζεο: 
 

Δμίζσζε ζπλέρεηαο:  
1/2

1 2q q q c b g h       

 

Δμίζσζε ελέξγεηαο: 

2 2 2

L L 1 1 2 2
L 1 2

p V p V p V
z z z

2 g 2 g 2 g
       

     
 

 

  
1/2

2

1 2 L

g
V V V g h L cos

h

 
        

 
 

 

 (δηόηη L 1 2 L 1 2z z z 0 p p p 0       ) 

 

Δμίζσζε πνζόηεηαο θίλεζεο ζηνλ άμνλα Χ: 
 

 L 1 1 2 2 XV q cos V q V q N 0                

 

Γηόηη ζπκθώλσο κε ηελ ππόδεημε νη ηξηβέο ακεινύληαη, άξα θαη ε NX ♫ 
 

   1 2q cos q q 0        

 

  1

q
q 1 cos

2
         θαη  2

q
q 1 cos

2
         

 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή 
 

2 5 25
L L 0

3 3
      L= 5,0 m 

 

│θ│= 60ν  
 │θ-ω│= 30ν 

 

VL= 9,904544 m/s 
 

c=0,611  q= 0,060517 m2/s, q1= 0,056463 m2/s, q2= 0,004054 m2/s.  
 


