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8.7 Δθθέλσζε δνρείσλ – δεμακελώλ κέζσ κηθξώλ νπώλ   

8.7.1  Εηζαγσγή 
 

 Πεδίν επίιπζεο πξαθηηθώλ πξνβιεκάησλ κε κόληκεο ξνήο κε επηκέξνπο ζηάδηα: 
 

o Τπνινγηζκόο ηεο κεηαβαιιόκελεο ηαρύηεηαο εθξνήο (ή εηζξνήο). 
        

o Τπνινγηζκόο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο ζην 

δνρείν. 
 

o Τπνινγηζκόο ηνπ ρξόλνπ κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο κε νινθιήξσζε ηεο σο 

άλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο. 
 

 Σν πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο ηαρύηεηαο έρεη ήδε ιπζεί κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο 
Torricelli (βι. 7.2.1) θαη ζηελ απιή ηνπ κνξθή πεξηγξάθεηαη ζην βηβιίν   
  

 ΢ηε ζπλέρεηα πξνηείλεηαη κηα δηαδηθαζία επίιπζεο, νπνία απνηειεί εθαξκνγή ηεο 

κεζόδνπ Μνλνδηάζηαηεο Αλάιπζεο ζε κε κόληκε ξνή 

Ιαιύπηεηαη έλα επξύ πεδίν πεξηπηώζεσλ – παξαιιαγώλ θαη εάλ ε δηαδηθαζία 
αμηνπνηεζεί κε δεκηνπξγηθό ηξόπν, νδεγεί ζηελ επίιπζε οιοσδήποηε 

πξνβιήκαηνο. 
 

 Σν πεδίν επίιπζεο πξνβιεκάησλ είλαη δπλαηό λα γεληθεπζεί ζπκπεξηιακβάλνληαο 

θαη εθξνέο (ή εηζξνέο) κέζσ αγσγώλ κηθξήο δηαηνκήο.  

  
8.7.2  Η ζεκειίσζε ηεο δηαδηθαζίαο  

 

 Υξεζηκνπνηνύκε ηηο Γεληθέο Δμηζώζεηο ΢πλερείαο (52α) θαη Ελέξγεηαο (57α), ηηο 
νπνίεο απινπνηνύκε κε βάζε πέληε (5) Γεληθέο παξαδνρέο θαη όζεο από ηηο 

Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο – δεζκεύζεηο ηζρύνπλ, έσο θάπνην ζεκείν. 
 

 Γεληθέο παξαδνρέο: 
 

o A: Γελ ππάξρεη κέζα ζηε δεμακελή πδξαπιηθή κεραλή. 
 

o B: Ακεινύληαη νη απώιεηεο ελέξγεηαο κέζα ζηε δεμακελή. 
 

o C: Οη ζπληειεζηέο ζπλόξζσζεο α ζηελ εμίζσζε ελέξγεηαο είλαη 1. 
 

o D: Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από ηε δηαηνκή ηεο 

νπήο (ή ηνπ αγσγνύ) εθθέλσζεο (ή πιήξσζεο). 
 

 Η παξαδνρή απηή κέζσ ηεο εμίζσζεο ζπλερείαο νδεγεί ζε πνιύ κηθξή 

ηαρύηεηα θαζόδνπ (ή αλόδνπ) ηεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνύ (ζηάζκε ηεο 
δεμακελήο) θαη επηηξέπεη λα ακειήζνπκε ηνλ αληίζηνηρν όξν V2/2.g 
ζηελ εμίζσζε ελέξγεηαο ♫ 

 

 Όηαλ δελ ηζρύεη, ε επίιπζε αιιάδεη ζπλνιηθά (βι. 8.7.12)! 
 

o E: Η απόζηαζε ηεο δηαηνκήο πιήξνπο ζπζηνιήο ηεο θιέβαο από ην 
ηνίρσκα ηεο δεμακελήο ζεσξείηαη ακειεηέα. 
 

o Επί πιένλ ζεσξείηαη θαζνξηζκέλε ε κνξθή ησλ νπώλ, ώζηε λα είλαη 
δπλαηόο ν πξνζδηνξηζκόο ησλ ζπληειεζηώλ πιήξνπο ζπζηνιήο ci θαζεκηάο. 
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 Καηάιιεινο – κεηαβιεηόο όγθνο αλαθνξάο: 
 

o Γηαηνκή εηζόδνπ, ζηελ πεξίπησζε εθξνήο, είλαη ε κεηαβιεηήο ζέζεο 

επηθάλεηα ηνπ εληαίνπ πγξνύ κέζα ζηε δεμακελή, ή ε επίζεο κεηαβιεηήο 
ζέζεο δηαρσξηζηηθή επηθάλεηα κεηαμύ ηεο θαηώηεξεο ζηξώζεο ξεπζηνύ 

θαη ηεο ακέζσο πςειόηεξεο ζηξώζεο πγξνύ. 
 

o Γηαηνκέο εμόδνπ, ζηελ πεξίπησζε εθξνήο, είλαη νη δηαηνκέο πιήξνπο 

ζπζηνιήο ηεο θιέβαο ζε όιεο ηηο νπέο. 
 

o Πξνθαλώο, ζε πεξίπησζε εηζξνήο ζηε δεμακελή, νη παξαπάλσ δηαηνκέο 

παξακέλνπλ σο επηινγή, αιιά ν ραξαθηεξηζκόο ηνπο είλαη αληίζηξνθνο. 
 

 Δπίπεδν αλαθνξάο – αξρή ρξόλνπ εθθέλσζεο (ή πιήξσζεο): 
 

o Ωο επίπεδν αλαθνξάο ιακβάλεηαη ην επίπεδν ηεο ρακειόηεξεο δηαηνκήο 

εμόδνπ , ζηελ πεξίπησζε εθξνήο, ή ηεο ρακειόηεξεο δηαηνκήο εηζόδνπ , 

ζηελ πεξίπησζε εηζξνήο ζηε δεμακελή. 
 

o Ωο αξρή ηνπ ρξόλνπ ιακβάλεηαη ε ρξνληθή ζηηγκή έλαξμεο ηεο 

εθθέλσζεο (ή πιήξσζεο). 
 

 Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: 
 

o a: Τπάξρεη κόλν κία νπή. 
 

o b: Τπάξρεη κόλν κία ζηξώζε πγξνύ ζηαζεξήο ππθλόηεηαο. 
 

o c: ΢ηελ επηθάλεηα ηνπ πγξνύ (ζηάζκε δεμακελήο) ε πίεζε είλαη 
αηκνζθαηξηθή. 
 

o d: ΢ηε δηαηνκή πιήξνπο ζπζηνιήο ηεο θιέβαο ε πίεζε είλαη 
αηκνζθαηξηθή. 
 

o e: ΢ηελ επηθάλεηα ηνπ πγξνύ (ζηάζκε δεμακελήο) δελ ππάξρεη εηζξνή (ή 

εθξνή). 
 

o f: Η δεμακελή έρεη ζηαζεξή νξηδόληηα δηαηνκή 
 

 Οη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο a, b, c θαη d αθνξνύλ - επερεάδοσν ηελ 

Δμίζσζε Δλέξγεηαο. 
 

 Οη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο e θαη f αθνξνύλ - επερεάδοσν ηελ Δμίζσζε 
Σπλερείαο. 

 

 Όιεο νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο είλαη πηζαλό λα επεξεάζνπλ ηα όξηα 
νινθιήξσζεο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο, ε νπνία ζα πξνθύςεη από ηελ 

εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο. 
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8.7.3  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: βαζική μορθή - εθξνή 
 

 Θζρύνπλ όιεο νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, c, d, e, f. 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) - Ελέξγεηαο 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d) - ΢πλερείαο 
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)  2 1/2

dh
dt K

h
    (138) 

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε νηαδήπνηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 

 
B

A

h

1/2 1/2

2 2 A B1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= 0}  
1/2

2 0T 2 K h    (141) 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 
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8.7.4  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή Ι - εθξνή 
 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, c, d, e, ΟΦΙ ε f. 
 

 Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο κεηαβάιιεηαη απόηνκα ζε θάπνην ύςνο. 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d) 
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 0 3h h h   

 

   2 3 3 3 3h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137α) γηα 3h h 0   

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: e αιιά όρη ε f ) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)  1 1/2

dh
dt K

h
    (138), ηζρύεη γηα 0 3 1h:h h ,t :0 T   

 

h3 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 3 Δ3 
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Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

1 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

(136) θαη (137α)  3 1/2

dh
dt K

h
    (138), ηζρύεη γηα 3 3h:h 0 ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
3

3 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(κε πξνζνρή ζηα όξηα - ζηάζκεο, δηόηη δελ ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 

 
B

A

h

1/2 1/2

1 1 A B1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140) 

 

 
D

C

h

1/2 1/2

3 3 C D1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140α) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= h3} θαη {hC= h3 , hD= 0} 
 

 1 3T T T    

 
8.7.5  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή ΙI - εθξνή 

 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, c, d, e, ΟΦΙ ε f. 
 

 Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο κεηαβάιιεηαη ζπλερώο (κε γλσζηή ζρέζε). 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

 

 

h 

h0 

V2 

10 Δ10 

Δ2 

dh 1 Δ1(h

) 
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 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d) 
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

     2 1 1 2 1 hh h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (141) 

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: e αιιά όρη ε f ) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)   1 1/2
h
dh

dt K E
h

     (142)  

 

Όπνπ ε ζηαζεξά Κ: 

 
1/2

2 2

1 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (143) 

 
 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(κε πξνζνρή ζηα όξηα - ζηάζκεο, δηόηη δελ ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 

 
B

A

h

1 1/2

h

h
dh

t K E
h

     (144) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= 0}  
 
8.7.6  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή ΙΙΙ - εθξνή 

 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: b, c, d, e, f ΟΦΙ ε a. 
 

 Τπάξρεη κηα πξόζζεηε νπή ζε θάπνην ύςνο h3 πάλσ από ηε βαζική νπή 2. 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
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 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) 

 

   
2

1/2
3 31

3 3 3h
p Vp

h z V 2 g h h
2 g

            
 (145) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d γηα θαζεκηά νπή ρσξηζηά!) 
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

     
1/2

3 3 3 3 3 3 3h hQ c E V c E 2 g h h            (146) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 3h h 0   

 

       3 2 1 1 3 2 1h h h h
dh dh

Q Q Q E Q Q E
dt dt

           (147) 

 

γηα 0 3h h h   
 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f θαη γηα ηηο δύν νπέο) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)  2 1/2

dh
dt K

h
    (138), ηζρύεη γηα 3 2h:h 0 ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

h3 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 
Δ3 

V3 
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 

 
1/21/2

2 2 3 3 3

K
dt dh

c E h c E h h

 
   
       

 (148)  

 

ηζρύεη γηα 0 3 3h:h h ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1
1/2

E
K

2 g

 
 

  

 (149) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(κε πξνζνρή ζηα όξηα – ζηάζκεο ) 
 

 
B

A

h

1/2 1/2

2 2 A B1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140) 

 

 

D

C

h

1/21/2
h 2 2 3 3 3

1
t K dh

c E h c E h h

 
    
       
  (150) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε: {hA= h3 , hB= 0} θαη {hC= h0 , hD= h3}  2 3T T T   

 
΢εκείσζε: ΢ηελ απινύζηεξε παξαιιαγή ΙΙΙα, νη δύν νπέο είλαη δηαθνξεηηθέο 

(εκβαδό ηεο νπήο 3: Δ3 ≠ Δ2  ή θαη διαμόρθωζη ηεο νπήο 3 δηαθνξεηηθή: c3 ≠ c2), 
αιιά νη δύν νπέο είλαη ζην ίδην επίπεδν. Οη εμηζώζεηο απινπνηνύληαη ♫ 
 

(145)     
2

1/23 31
3 3 h
p Vp

h z V 2 g h
2 g

       
  

 (145α) 

 

(146)       
1/2

3 3 3 3 3 3h hQ c E V c E 2 g h         (146α) 

 

Η (147) ηζρύεη ζε όιε ηελ εθθέλσζε: 0h h 0   
 

(148)  
  1/2

2 2 3 3

K
dt dh

c E c E h

 
        

 (148α) γηα 0h h 0   

 

 
B

A

h

1/2 1/2

A B1/2

2 2 3 3 2 2 3 3h

K dh 2 K
t h h

c E c E h c E c E


     

       (140β) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε: {hA= h0 , hB= 0}  
1/2

0

2 2 3 3

2 K
T h
c E c E


 

  
 (141β)
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8.7.7  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή IV - εθξνή 
 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, d, e, f ΟΦΙ ε c. 
΢ηε δηαηνκή 10 (θαη πξνθαλώο ζηελ εθάζηνηε 1) αζθείηαη ζηαζεξή πίεζε p1 . 

 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
1/22

1/21 2 2 1
2 2 h

p p V p
h z V 2 g h

2 g

 
         

    
 (151) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d θαη ΟΦΙ ε c ) 
 

 H p1 είλαη δπλαηό λα είλαη σπερπίεζη: p1 > pαηκνζθαηξηθή (+) 
 

 H p1 είλαη δπλαηό λα είλαη σποπίεζη p1: < pαηκνζθαηξηθή (-) 
 

 Εάλ είλαη p1: < pαηκνζθαηξηθή ε εθξνή ζα ζηακαηήζεη όηαλ: 
1ph* 


 (152)  

 

     
1/2

1/2 1
2 2 2 2 2 2h h

p
Q c E V c E 2 g h

 
         

 
 (153) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(153) θαη (137)  2 1/2

1

dh
dt K

p
h

  
 

 
 

 (154) 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 

p1 
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Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε νηαδήπνηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 

 
Πξνζνρή: ΢ηελ πεξίπησζε σποπίεζης ε εθξνή ηεξκαηίδεηαη κε βάζε ηελ (152)  
 

B

A

h

2 1/2

h 1

dh
t K

p
h

   
 

 
 

  (155) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σπερπίεζης είλαη: {hA= h0 , hB= 0} 
 

Γηα οριακή εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σποπίεζης είλαη: {hA= h0 , hB= h*} 

 
8.7.8  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή V - εθξνή 

 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, d, e, f ΟΦΙ ε c. 
΢ηε δεμακελή ππάξρνπλ δύν ζηξώζεηο πγξνύ κε δηαθνξεηηθά εηδηθά βάξε γ1 θαη 

γ2. ΢ηε δηαηνκή 10 (θαη πξνθαλώο ζηελ εθάζηνηε 1) αζθείηαη ζηαζεξή πίεζε p1 

από ηελ πάλσ ζηξώζε ύςνπο Y1. 
 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
1/22

1/21 2 22 1 1
2 22 h

p p V Y
h z V 2 g h

2 g

  
         

    
 (156) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d θαη ΟΦΙ ε c ) 

Y1 

h 

h0 

V22 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 

γ1 

3 Δ1 

γ2 
Y1 

h V21 

3 

 
Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 

γ1 
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   
2

1/21 2 21
2 21 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ πιένλ όιεο νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη d ΚΑΙ ε c ) 
 

     
1/2

1/2 1 1
22 2 2 2 2 2h h

Y
Q c E V c E 2 g h

  
        

 
 (157) 

 

   2 1 1 22 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 0h h 0   

 

   2 1 1 21 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) γηα 1Y h 0   

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(157) θαη (137)  2 1/2

1 1

dh
dt K

Y
h

  
  

 
 

 (158) γηα 0 2h:h 0 ,t :0 T   

 

(136) θαη (137)  2 1/2

dh
dt K

h
    (138) γηα 1 1h: Y 0 ,t :0 T   

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη ίδηα θαη ζηα δύν πεδία: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139)  

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(κε πξνζνρή ζηα όξηα – ζηάζκεο ) 
 

D

C

h

2 1/2

h 1

dh
t K

p
h

   
 

 
 

  (159) 

 

 
B

A

h

1/2 1/2

2 2 A B1/2

h

dh
t K 2 K h h

h
        (140) 

 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ηεο θάησ ζηξώζεο ηνπ πγξνύ γ2 είλαη: {hC= h0 , hD= 0} 
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ηεο άλσ ζηξώζεο ηνπ πγξνύ γ1 είλαη: {hA= Y1 , hB= 0} 
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: 2 1T T T   
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8.7.9  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή VI - εθξνή 
 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, d, e, f ΟΦΙ ε c. 
΢ηε δηαηνκή 2 αζθείηαη ζηαζεξή πίεζε p2 . 

 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
1/22

1/21 2 2 2
2 2 h

p p V p
h z V 2 g h

2 g

 
         

    
 (160) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη c θαη ΟΦΙ ε d ) 
 

 H p2 είλαη δπλαηό λα είλαη σπερπίεζη: p2 > pαηκνζθαηξηθή (-) 
 

 H p2 είλαη δπλαηό λα είλαη σποπίεζη p2: < pαηκνζθαηξηθή (+) 
 

 Εάλ είλαη p2 > pαηκνζθαηξηθή (-) ε εθξνή ζα ζηακαηήζεη όηαλ: 
2ph* 


 (161)  

 

     
1/2

1/2 2
2 2 2 2 2 2h h

p
Q c E V c E 2 g h

 
         

 
 (162) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(153) θαη (137)  2 1/2

2

dh
dt K

p
h

  
 
 

 

 (163) 

 

p2 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 
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Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε νηαδήπνηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 

 
Πξνζνρή: ΢ηελ πεξίπησζε σπερπίεζης ε εθξνή ηεξκαηίδεηαη κε βάζε ηελ (161)  
 

B

A

h

2 1/2

h 2

dh
t K

p
h

   
 
 

 

  (164) 

 

Γηα οριακή εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σπερπίεζης είλαη: {hA= h0 , hB= h*} 
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε ζε πεξίπησζε σποπίεζης είλαη: {hA= h0 , hB= 0} 

 
΢εκείσζε: ΢ηελ απινύζηεξε παξαιιαγή VI α, ε ζηαζεξή πίεζε p2 αζθείηαη από 

εμσηεξηθή ζηε δεμακελή ζηξώζε πγξνύ κε ύςνο Y θαη ίδην εηδηθό βάξνο κε ην 

πγξό ζηε δεμακελή. 
  

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

     
2

1/2 1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h Y

2 g
        

  
 (165) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ κόλν νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b θαη c θαη ΟΦΙ ε d ) 
 

 H p2 είλαη πξνθαλώο σπερπίεζη: p2 > pαηκνζθαηξηθή  
 

 Η εθξνή ζα ζηακαηήζεη όηαλ: h Y  (166)  
 

Y 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 
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       
1/2 1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h Y          (167) 

 

   2 1 1 2 1h h
dh dh

Q Q E Q E
dt dt

         (137) 

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

(153) θαη (137)  

 
2 1/21/2

dh
dt K

h Y
  


 (168) 

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε νηαδήπνηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 

 
Πξνζνρή: ΢ηελ ε εθξνή ηεξκαηίδεηαη κε βάζε ηελ (166)  
 

 

B

A

h

2 1/2

h

dh
t K

h Y
   


  (164) 

 

Γηα οριακή εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= Υ} 

 
8.7.10  Εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο: παραλλαγή VII - εθξνή 

 

 Θζρύνπλ κόλν νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο - δεζκεύζεηο: a, b, c, d, f, ΟΦΙ ε e. 
        

 ΢ηελ επηθάλεηα ηνπ πγξνύ (ζηάζκε δεμακελήο) ππάξρεη ζηαζεξή εηζξνή Q1     
(ή εθξνή) πγξνύ κε ίδην εηδηθό βάξνο κε ην πγξό ζηε δεμακελή. 

 

 Ο όγθνο αλαθνξάο, ην επίπεδν αλαθνξάο θαη ηα ινηπά γεσκεηξηθά ζηνηρεία 

θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
 

 

Q1 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 

Q1 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 1 Δ1 
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 Εθαξκόδνπκε ηηο παξαθάησ απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

   
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 (135)  

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d)  
 

     
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         (136) 

 

   2 1 1 2 1 1h h
dh dh

Q Q E Q E Q
dt dt

          (165) 

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f αιιά όρη ε e ) 

΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή ην πξόζεκν ηεο Q1 είλαη (+) 

΢ηελ πεξίπησζε εθξνήο παξνρήο από ηε δεμακελή ην πξόζεκν ηεο Q1 είλαη (-) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(136) θαη (137)  
1

2 1/2

1

Qdh
dt K

h E
     (166) 

 

Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 

 
1

2 1/2

2 2

E 1
K

c E 2 g

 
  

   

 (139) 

 

΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή (αναπλήρωζης) ε θνξά θίλεζεο 
ηεο ζηάζκεο εμαξηάηαη από ηε ζρέζε ηεο εηζξνήο Q1 θαη ηεο εθξνήο Q2(h)  
θαη ππάξρεη κηα ζηάζκε ηζνξξνπίαο h#, ε νπνία πξνθύπηεη όηαλ Q1= Q2(h#)! 
 

 

2

# 1

2 2

Q1
h

2 g c E

 
   

  
 (167)  

 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 < Q2(h0), ε ζηάζκε ζα θαηέβεη θαη ζα ηζνξξνπήζεη ζην h#! 
 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 > Q2(h0), ε ζηάζκε ζα αλέβεη θαη ζα ηζνξξνπήζεη ζην h#! 
 

Εάλ αξρηθώο είλαη Q1 = Q2(h0), δειαδή  
1/2

1 2 2 0Q c E 2 g h      (168),                            

 

ε ζηάζκε ζα παξακείλεη ακεηάβιεηε ζην h0 = h# ♫ 
 

 Οινθιεξώλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

(ζε οιαδήποηε όξηα - ζηάζκεο, δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: f) 
 

Αιιά, ιακβάλνληαο ππόςε ηνπο σο άλσ πεξηνξηζκνύο θαηά πεξίπησζε: 
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΢ηελ πεξίπησζε εηζξνήο παξνρήο ζηε δεμακελή: 
 

 
B

A

h

1/2 1/21 1
2 2 A B1/2

1 1h

Q Qdh
t K 2 K h h

h E E
          (169) 

 

γηα 
# #

0h:h h ,t :0 T   
 

Γηα νξηαθή ηζνξξνπία είλαη: {hA= h0 , hB= h#} 
 

΢ηελ πεξίπησζε εθξνήο παξνρήο από ηε δεμακελή: 
 

 
B

A

h

1/2 1/21 1
2 2 A B1/2

1 1h

Q Qdh
t K 2 K h h

h E E
          (170) 

 

γηα 0h:h 0 ,t :0 T   
 

Γηα πιήξε εθθέλσζε είλαη: {hA= h0 , hB= 0}  

 
8.7.11  Αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ζύλζεησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ 

 

 Οη ζύλζεηεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, νη νπνίεο πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηεο 

σο άλσ δηαδηθαζίαο δελ είλαη ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο δπλαηό ( ή επρεξέο…) λα 

νινθιεξσζνύλ κε καζεκαηηθή ζρέζε. 
 

 Πξνηείλεηαη ε δηαδηθαζία αξηζκεηηθήο νινθιήξσζήο ηνπο κε κέζνδν ηύπνπ 
Simpson, θαηά ηελ νπνία ε δηαθνξηθή εμίζσζε κεηαηξέπεηαη ζε εμίζσζε 

πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ. 
 

o Πξνζδηνξίδεηαη ε εμίζσζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ, ε νπνία αληηθαζηζηά ηε 

ζπλερή δηαθνξηθή εμίζσζε. 

o Σν πεδίν εθξνήο – κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο δηαηξείηαη ζε άληζα δηαζηήκαηα – 

εσθσώς επιλεγόμενα - αλαιόγσο κε ηε γεληθή κνξθή ηεο δηαθνξηθήο 
εμίζσζεο. 

o ΢ηα δηαζηήκαηα απηά πξνζδηνξίδεηαη ην αληίζηνηρν εκβαδό (ή όγθνο) ηνπο θαη 

ην θέληξν βάξνπο ηνπο θαη ε απόζηαζε ηνπ από ην επίπεδν αλαθνξάο. 
o Εθαξκόδεηαη ε εμίζσζε πεπεξαζκέλσλ δηαθνξώλ γηα θάζε δηάζηεκα θαη 

ππνινγίδεηαη ν ρξόλνο κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο ζην δηάζηεκα απηό. 

o Σν άζξνηζκα ησλ σο άλσ ρξόλσλ πξνζεγγίδεη ηθαλνπνηεηηθώο ην ρξόλν 
κεηαβνιήο ηεο ζηάζκεο, ν νπνίνο ζα πξνέθππηε από ηε ζσνετή καζεκαηηθή 

νινθιήξσζε. 
 

 Γηα λα γίλεη θαηαλνεηή ή δηαδηθαζία θαη ηεθκεξησζεί ε αθξίβεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο, ζα ηελ εθαξκόζνπκε ζηε βαζική μορθή (βι. 8.7.3). 
 

o 2 1/2

dh
dt K

h
    (138)  

*

2 1/2

y
t K

y


    (138Δ) 

 

o Σα άληζα – εσθσώς επιλετθένηα – δηαζηήκαηα απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα κε 
ζηξεβιή θαηαθόξπθε θιίκαθα: 
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 Γηα λα απινπνηεζνύλ νη πξάμεηο, ζα ζεσξήζνπκε: Κ2= 1 θαη h0= 100.                       
Δελ βιάπηεηαη ε γεληθόηεηα ηεο δηεξεύλεζεο, δηόηη αλαδεηνύκε ζρεηηθά 

ζθάικαηα. 
 

ηκήκα Δy ỹ Δt* ΢Δt* t (΢t*-t)/t  % 
1 50 75,0 5,773503 5,773503 5,857864 -1,44 

2 30 35,0 5,070926 10,844428 11,055728 -1,91 

3 15 12,5 4,242641 15,087069 15,527864 -2,83 

4 4 3,0 2,309401 17,396470 18,000000 -3,35 

5 1 0,5 1,414214 18,810684 20,000000 -5,95 
 

 Παξαηεξήζεηο – ΢πκπεξάζκαηα: 
 

o Σν ηειηθό ζθάικα γηα πιήξε εθθέλσζε εμθανίδεηαι πεξίπνπ 6%. Σνύην 

είλαη παξαπιαλεηηθό γηα ηελ αθξίβεηα ηεο κεζόδνπ! Επί ηεο νπζίαο ζην 

ηειεπηαίν 1% ηνπ αξρηθνύ ύςνπο, είκαζηε πηζαλόηαηα εληόο ηεο νπήο! 
Οπόηε ε «ακριβής» ζρέζε (138) είλαη εθ ησλ πξαγκάησλ ιαλζαζκέλε  

 

o Γηα εθθέλσζε 99%, ην ζθάικα είλαη κηθξόηεξν από 3,5%! 
 

o Γηα εθθέλσζε 50%, (κε έλα βήκα!) ην ζθάικα είλαη κηθξόηεξν από 1,5%! 
 

o Επνκέλσο, εθόζνλ ελδηαθεξόκαζηε γηα ρξεζηηθέο εθαξκνγέο ηεο ζεσξίαο 

ηδεαηώλ ξεπζηώλ ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά θαη όρη μαθημαηικο-θιλοζοθικές 
αλαδεηήζεηο ηνπ 19νπ αηώλα, ε πξνηεηλόκελε κέζνδνο δίλεη απιή θαη 

αμηόπηζηε ιύζε ζε νηαδήπνηε ζύλζεηε – πνιύπινθε δηαθνξηθή εμίζσζε ♫ 

 
o Επί ησλ κεζόδσλ αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο ζα επαλέιζνπκε ζην κάζεκα 

(θαηεύζπλζεο) ηνπ 7νπ εμακήλνπ: <Ρνή Αλνηθηώλ Αγσγώλ θαη Πνηακώλ>. 

0,005.h0 

0,030.h0 

0,125.h0 

0,350.h0 

0,750.h0 

0,01.h0 

0,04.h0 

0,15.h0 

0,30.h0 

0,50.h0 

10 Δ1 

Δ2 
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8.7.12  Δηεξεύλεζε ηεο πεξίπησζεο όπνπ ε δηαηνκή ηεο δεμακελήο δελ είλαη πνιύ 
κεγαιύηεξε από ηε δηαηνκή ηεο νπήο 

 

 Η Γεληθή παξαδνρή D: <Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο είλαη πνιύ 
κεγαιύηεξε από ηε δηαηνκή ηεο νπήο εθθέλσζεο > (βι. 8.7.2), νδήγεζε  
 

ζε ζρέζεηο κε ηε γενική μορθή ηεο (135):    
1/2

2 hV 2 g h     

 

Εάλ ηελ εθαξκόζνπκε ζηα όξηα πξνθύπηεη όηη: 
 

o ΢ηελ αξρή ηεο εθξνήο ε ηαρύηεηα έρεη ηε κέγηζηε ηηκή: 
 

  
1/2

2 0maxV 2 g h    

 

o ΢ην ηέινο ηεο εθξνήο ε ηαρύηεηα έρεη ηελ ειάρηζηε ηηκή: 
 

2minV 0 , δειαδή ε ηελεσηαία ζηαγόνα εθξέεη κε μηδενική ηατύηηηα! 

 
 Αο ζεσξήζνπκε ηελ πεξίπησζε, όπνπ δελ ηζρύεη ε θαη γηα ιόγνπο 

απινύζηεπζεο αο ζεσξήζνπκε όηη: <Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο είλαη ίζε κε 

ηε δηαηνκή ηεο νπήο εθθέλσζεο >. 
Σν απνηέιεζκα ηεο αλάιπζεο θαη ε θσζική ζσμπεριθορά ηνπ πγξνύ  

είλαη εληειώο δηαθνξεηηθά:  

Ο όγθνο ηνπ πγξνύ ζηε δεμακελή ζσμπεριθέρεηαι σο ζηερεό ζώμα! 
 

    
1/2*

2 0hV 2 g h h        (171)                                                                                             

 

Εάλ ηελ εθαξκόζνπκε ζηα όξηα πξνθύπηεη όηη: 
 

o ΢ηελ αξρή ηεο εθξνήο ε ηαρύηεηα έρεη ηελ ειάρηζηε ηηκή: 
 

*

2 minV 0 , δειαδή ε πρώηη ζηαγόνα εθξέεη κε μηδενική ηατύηηηα! 

 

o ΢ην ηέινο ηεο εθξνήο ε ηαρύηεηα έρεη ηε κέγηζηε ηηκή: 
 

 
1/2*

2 0maxV 2 g h    

 

h 

h0 

V*2 

10 Δ1 

1 Δ1 

2 Δ2= Δ1 

=Δ1 

(171)  (135)  

h0  

h  

V2 ,V
*

2 

0 
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8.8 Δθθέλσζε δεμακελώλ κέζσ Υπεξρεηιηζηώλ ή Θπξνθξαγκάησλ 
       
8.8.1  Γεληθά 
 

 Η κεζνδνινγία ηνπ 8.7 είλαη δπλαηό λα εθαξκνζζεί πξνζεγγηζηηθώο θαη ζηελ 

πεξίπησζε εθθέλσζεο δεμακελώλ κέζσ Τπεξρεηιηζηώλ ιεπηήο ζηέςήο ή 

Θπξνθξαγκάησλ ιεπηήο αθκήο. 
 

 Γεληθέο παξαδνρέο: 
 

o A: Γελ ππάξρεη κέζα ζηε δεμακελή πδξαπιηθή κεραλή. 
 

o B: Ακεινύληαη νη απώιεηεο ελέξγεηαο κέζα ζηε δεμακελή. 
 

o C: Οη ζπληειεζηέο ζπλόξζσζεο α ζηελ εμίζσζε ελέξγεηαο είλαη 1. 
 

o D: Η δηαηνκή ηεο δεμακελήο είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από ηε δηαηνκή ηνπ 

Υπεξρεηιηζηή ή ηνπ Θπξνθξάγκαηνο εθθέλσζεο. 
 

 Η παξαδνρή απηή κέζσ ηεο εμίζσζεο ζπλερείαο νδεγεί ζε πνιύ κηθξή 

ηαρύηεηα θαζόδνπ ηεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνύ (ζηάζκε ηεο δεμακελήο) θαη 
επηηξέπεη λα ακειήζνπκε ηνλ αληίζηνηρν όξν V2/2.g ζηελ εμίζσζε 
ελέξγεηαο ♫ 

 

o E: Η απόζηαζε ηεο δηαηνκήο πιήξνπο ζπζηνιήο ηεο θιέβαο από ην 

ηνίρσκα ηεο δεμακελήο ζεσξείηαη ακειεηέα. 
 

o Επί πιένλ ζεσξείηαη θαζνξηζκέλε ε κνξθή ηνπ Υπεξρεηιηζηή ή 

Θπξνθξάγκαηνο, ώζηε λα είλαη δπλαηόο ν πξνζδηνξηζκόο ησλ 

ζπληειεζηώλ πιήξνπο ζπζηνιήο c θαη παξνρήο κ θαηά πεξίπησζε. 
 

o Θζρύνπλ όιεο νη Δηδηθέο πξνϋπνζέζεηο – δεζκεύζεηο (βι. 8.7.2) 

 
8.8.2  Τπεξρεηιηζηήο θαηαθόξπθνο ζπλεζηαικέλνο πιάηνπο Β (βι. 8.4.3) 
 

 (109)         
1/2 3/2

h h
2
B 0,2 h 2 g h

3
       =Q  (109α) 

 

 Σαρύηεηα πξνζαγσγήο V0 ζηε δεμακελή: 0
0

=V  

 

 ΢πληειεζηήο παξνρήο κ:  h
0,08 h 0,001

0,605
w h


  =  (106α) 

 

 (137)    1h
dh

Q E
dt

    (137α) 
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8.9 Δθαξκνγέο ππνινγηζκνύ 
       
8.9.1  Η εθαξκνγή αθνξά ζην  8.7.5 
 

΢ην θέληξν ηνπ ππζκέλα ιεπηόηνηρεο δεμακελήο, ε νπνία πεξηέρεη λεξό ππάξρεη 

κηθξή απλή θπθιηθή νπή δηακέηξνπ d.  

Η δεμακελή έρεη ζπκκεηξηθό θνινπξνθσληθό ζρήκα κε δηάκεηξν ζηνλ ππζκέλα: D2 

θαη ζην αλώηεξν αξρηθό επίπεδν, ζε ύςνο h0 από ηνλ ππζκέλα, δηάκεηξν: D0               
(βι. ζρήκα). 
 

Ζεηείηαη ν απαηηνύκελνο ρξόλνο t, ώζηε ε ζηάζκε ζηε δεμακελή λα κεησζεί θαηά ην 

ήκηζπ. 
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: d= 8,0 cm, h0= 4,0 m, D0 = 3,0 m, D2= 5,0 m. 

 

 
 

 Τπνινγίδνπκε ηα βαζηθά γεσκεηξηθά κεγέζε: 
 

o   2 0
2

0

h
D D

D D h
h


    

 

o  
   

22
2 2 0 2 0 22

1 2 2

0 0

h
D D D D DD

E h h
4 2 h 4 h

       
    

 
 

 

o 

2
* 2
2

D
E

4

 
 , 

2

0
10

D
E

4

 
 , 

2

2 2

d
E , c 0,611

4

 
   

 

o  
0

2 0
0h /2
D D

D D
2


     

 
0

2

2 0

1 h / 2
D D

E
8

  
  

 

o 

2

2 2

d
E , c 0,611

4

 
   

 

 Εθαξκόδνπκε ηηο απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

(135)     
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
  

 

d 

h 

h0 

D0 

D2 

D(h) 

h 

h0 

V2 

10 Δ10 

Δ2 

dh 1 Δ1(h) 

Δ*
2 
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(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d) 
 

(136)       
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h          

(141)       
2 1 1 2 1 hh h

dh dh
Q Q E Q E

dt dt
         

 

(δηόηη ηζρύεη ε ειδική πξνϋπόζεζε: e αιιά όρη ε f ) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
 

  
   

2

2 2 0 2 02 2

1 21/2 2 2 1/2

0 0

h
2 D D D D Ddh dh

dt K E K D h h
h h h h

    
            
  

  

 

 
   

2

2 2 0 2 02 3 /2

2 1/2 2 2

0 0

2 D D D D Ddh
dt K D h dh h dh

h h h

        
             

       

 

 

Όπνπ ε ζηαζεξά Κ: 
 

1 /2 2

2

1
K
c 2 g d


  

 

 

 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε (ρσξηζηά ηνπο ηξεηο όξνπο): 
 

   B B B

A A A

2h h h

2 2 0 2 02 3 /2

2 1/2 2 2

0 0h h h

2 D D D D Ddh
t K D h dh h dh

h h h

         
              
           

    

 

 I II IIIT K t t t    

 

 2 1/2 1/2

I 2 A Bt 2 D h h    
 

 

 

 
 2 2 0 2 2

II A B2

0

D D D
t h h

h

  
   
 

 

 

 
 

2

2 0 5 /2 5 /2

III A B2

0

0,4 D D
t h h

h

  
   
  

 

 

Γηα {hA= h0 , hB= h0 /2} είλαη 0

0

h
h

2
t 
 
 
 

 

 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή:  
 

Κ= 57,733690, tΙ= 29,289322, tΙΙ= 7,500000, tΙΙΙ= 1,317157 

 Τ= 1.334,0223 s ≈ 22 min + 14 s 
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8.9.2  Η εθαξκνγή αθνξά ζην  8.7.6 
 

΢ηελ θαηαθόξπθε παξεηά λεπηόηοιτης δεμακελήο, ε νπνία πεξηέρεη λεξό ππάξρνπλ 

δύν κηθξέο απλές θπθιηθέο νπέο δηακέηξνπ d, ησλ νπνίσλ νη άμνλεο απέρνπλ 
θαηαθόξπθα θαηά ύςνο z.  

Η δεμακελή έρεη ηεηξαγσληθή νξηδόληηα δηαηνκή κε πιεπξά a θαη αξρηθή ζηάζκε ζε 

ύςνο h0 από ηνλ άμνλα ηεο ρακειόηεξεο νπήο (βι. ζρήκα). 
 

Ζεηείηαη ν απαηηνύκελνο ρξόλνο t, ώζηε ε ζηάζκε ζηε δεμακελή λα κεηαβιεζεί από 

ηελ αξρηθή ζην επίπεδν ηνπ άμνλα ηεο πςειόηεξεο νπήο. 
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: d= 5,0 cm, z= 1,0 m, a= 2,0 m, h0= 3,0 m. 
 

  
 

 Εθαξκόδνπκε ηηο απινπνηεκέλεο εμηζώζεηο: 
 

(135)     
2

1/21 2 2
2 2 h

p p V
h z V 2 g h

2 g
       

  
 

 

(145)     
2

1/2
3 31

3 3 h
p Vp

h z V 2 g h z
2 g

            
  

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: a, b, c θαη d γηα θαζεκηά νπή ρσξηζηά!) 
 

(136)       
1/2

2 2 2 2 2 2h hQ c E V c E 2 g h         

 

(146)       
1/2

3 3 3 3 3 3h hQ c E V c E 2 g h z            

 

       3 2 1 1 3 2 1h h h h
dh dh

Q Q Q E Q Q E
dt dt

           γηα 0h h z   

 

(δηόηη ηζρύνπλ νη ειδικές πξνϋπνζέζεηο: e θαη f θαη γηα ηηο δύν νπέο) 
 

 Λνξθώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε: 

 

 
1/21/2

2 2 3 3

K
dt dh

c E h c E h z

 
   
       

, ηζρύεη γηα 0h:h z ,t :0 T   

z 

h 

h0 

V2 

10 Δ1 

Δ2 

dh 
Δ3 

V3 
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Όπνπ ε ζηαζεξά είλαη: 
 

2

1 /2

a
K

2 g



 θαη 

2

2 2 3 3

d
c E c E 0,611

4

 
      

  
 Οινθιεξώλνπκε ηε ζύλζεηε δηαθνξηθή εμίζσζε:  
 

   

D D

C C

h h

*

2 1/2 1/21 /2 1 /2
h h

4 K dh dh
t K
0,611 d h h z h h z


   

      
   

 

Όπνπ: 
 

2
*

1/2 2

4 a
K

0,611 2 g d




    
  

 

Γηα ηελ εθθέλσζε ηεο εθθώλεζεο είλαη: {hC= h0 , hD= z} 
 

Γηα καζεκαηηθή νινθιήξσζε βι. <Σεύρνο Κπκέλσλ Αζθήζεσλ – Σ. Παπαζαλαζηάδε> 
Άζθεζε 8.16 – ζειίδα 8-15 

 

Θα εθαξκόζνπκε <εδώ> ηε κέζνδν αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο (βι. 8.7.11) 
 

Αξηζκεηηθή εθαξκνγή: c= 0,611 Κ= 752,730285, z= 1,0 m θαη h0= 3,0 m. 
 

* *

1/2 1/2

3 2

y
t K

y y


  


                        

 

ηκήκα Δy [m]   ỹ3 [m]   ỹ2 [m]   Δt* [s]   ΢Δt* [s] 
1 1,00 1,500 2,500 268,268526 268,268526 

2 0,60 0,700 1,700 210,996526 479,265052 

3 0,30 0,250 1,250 139,563870 618,828922 

4 0,08 0,006 1,006 55,734309 674,563231 

5 0,02 0,010 1,010 13,624231 688,187462 
 

 Τ= 688,187462 s ≈ 11 min + 28 s 
 

Η δηαθνξά κε ηε καζεκαηηθή νινθιήξσζε είλαη κόιηο 1,183 s, ή 0,27% ♫ 


