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7. ΙΓΔΑΣΑ ΡΔΤΣΑ  

 
Παξνπζηάδεηαη πολύ ζςνοπηικώρ ε ζεωξία ηωλ Ιδεαηώλ Ρεπζηώλ. Δίδεηαη 

κεγαιύηεξε έμθαζη ζηελ πεξίπηωζε διζδιάζηαηηρ ποήρ, όπνπ νη 

εξιζώζειρ δίδνληαη ζε ζπζηήκαηα θαξηεζηαλώλ θαη πολικών 

ζςνηεηαγμένων.         
 

7.1 Βαζηθέο ζρέζεηο  

7.1.1  Εηζαγωγή 
 

 Σα ηδεαηά ξεπζηά είλαη αζπκπίεζηα θαη ρωξίο ζπλεθηηθόηεηα (βι. 1.1.1 θαη 3.4.4). 

Απνηεινύλ πξνϊόλ καζεκαηηθήο απινπνίεζεο, αιιά ε εθαξκνγή ηεο ζεωξίαο ηνπο 

είλαη ζε ζέζε λα δώζεη ιύζεηο ζε πνιιά πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα κε ηθαλνπνηεηηθή 

πξνζέγγηζε (βι. 4.3.1 θαη Κεθάιαην 8). 
 

 Οη εμηζώζεηο νη νπνίεο δηέπνπλ ηελ θίλεζε νκνγελώλ ηδεαηώλ ξεπζηώλ είλαη: 

 

o Η εμίζωζε ζπλερείαο (42). 
o Οη εμηζώζεηο Euler (47) θαη (47α) ~ (47γ) 
 

 ε δηζδηάζηαηε ξνή θαη θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο νη εμηζώζεηο γξάθνληαη: 

 

o 
u v

0
x y

 
 

 
 (70) 

 

o  
u u u 1
u v p h

t x y x

   
       

    
 (71α) 

 

o  
v v v 1
u v p h

t x y y

   
       

    
 (71β) 

 

o Η γωληαθή ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο είλαη: z

1 v u

2 x y

  
  

  
=  (28) 

 

 ε δηζδηάζηαηε ξνή θαη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο νη εμηζώζεηο γξάθνληαη: 

 

o 
 rr v v

0
r


  

 
  

 (72) 

 

o  r r
r

v v 1
v p h

t r r

  
      

  
 (73α) 

 

o  
2

sv v 1
p h

t r


 
      

  
 (73β) 
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o Η γωληαθή ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο είλαη: 
r

z

v vv1

2 r r
 

 
   

  
= -  (74) 

 

7.1.2  Εμίζωζε Bernoulli εηδηθέο πεξηπηώζεηο 
 

 Γεληθεπκέλε εμίζωζε Bernoulli κε νινθιήξωζε ηωλ εμηζώζεωλ Euler θαηά 

κήθνο γξακκήο ξνήο. 
 

o 

2

(t)
1 V V p

dr h f
g t 2 g


     

    (75) – ζε κε κόληκε ξνή 

 

o 

2

i

V p
h H

2 g
  

 
 (75α) – ζε κόληκε ξνή 

 

Όπνπ: i i,H      
 

 Γεληθεπκέλε εμίζωζε Bernoulli κε νινθιήξωζε ηωλ εμηζώζεωλ Euler ζε 

αζηξόβηιε ξνή (βι. 3.3). 
 

o Ιζρύεη ε (75) – ζε κε κόληκε ξνή 
 

o Καη ε: 
2V p

h H
2 g

  
 

 (75β) – ζε κόληκε ξνή 

 

Όπνπ: ,H       
 

 Δπηζήκαλζε   
 

o Η γεληθεπκέλε εμίζωζε Bernoulli (75α) μοιάζει πποκληηικά κε ηελ εμίζωζε 
ελέξγεηαο (57δ), (βι. 5.2.4). 
 

o Είλαη όκωο πνιύ δηαθνξεηηθέο!.. 
 

o Η (75α) εθθξάδεη ηε ζηαθεπόηηηα ηεο ενέπγειαρ επί γπαμμή ποήρ θαη 
ηζρύεη γηα ηδεαηά ξεπζηά. 
 

o Η (57δ) εθθξάδεη ηε ζηαθεπόηηηα ηεο ενέπγειαρ (εάλ ακειεζνύλ νη 
απώιεηεο) μεηαξύ διαηομών εηζόδνπ / εμόδνπ ζε όγθν αλαθνξάο ηζρύεη δε 

θαη γηα πξαγκαηηθά ξεπζηά. 

 

7.2 Αζηξόβηιε (ή δπλακηθή) ξνή 

7.2.1  Εηζαγωγή (βι. 3.3.1) 
 

 Εάλ ην πεδίν ηαρπηήηωλ είλαη αζηξόβηιν, ε ηαρύηεηα είλαη δπλαηό λα 

εθθξαζζεί ωο ε θιίζε κηαο βαζκωηήο ζπλάξηεζεο Φ, ε νπνία θαιείηαη 

δπλακηθή ζπλάξηεζε, ή δπλακηθό ηνπ πεδίνπ ηαρπηήηωλ:  
 

o (30) θαη (31)  V 0 V rot = gradΦ  (76), όπνπ  
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u , v ,w
x y z

     
  
  

 (76α) ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 

 

r

1
v , v

r


   
  

   
 (76β) ζε (δηζδηάζηαηεο) πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

 

o Οη επηθάλεηεο (ή γξακκέο ζε δηζδηάζηαηε ξνή) όπνπ είλαη     ιέγνληαη 

ηζνδπλακηθέο επηθάλεηεο (ή αληηζηνίρωο γξακκέο) θαη είλαη εμ νξηζκνύ – 
ιόγω ηεο (76) θάζεηεο (νξζνγώληεο) πξνο ηε δηεύζπλζε ηεο ηαρύηεηαο. 
 

o 

2

grad
dV V p

g h
dt 2 g

 
     

  
 (77) – ζε κε κόληκε ξνή, ή: 

 

2u V p
g h

t x 2 g

  
     

    
 (77α) 

 

2v V p
g h

t y 2 g

  
     

    
 (77β) 

 

2w V p
g h

t z 2 g

  
     

    
 (77γ) 

 

o Αζηξόβηιν πεδίν ηαρπηήηωλ  αζηξόβηιν πεδίν ηνπηθώλ επηηαρύλζεωλ. 
 

o Θεώξεκα ηνπ Lagrange  
 

o 

2

(t)
1 V p

h f
g t 2 g


    
  

 (78) – ζε κε κόληκε ξνή 

 

o 

2

i

V p
h H

2 g
  

 
 (75α) – ζε κόληκε ξνή  Θεώξεκα ηνπ Torricelli  

 

ηαρύηεηα εθξνήο θιέβαο από κηθξή νπή δνρείνπ ζηάζκεο h: V 2 g h    (79) 

 

7.2.2  Εμίζωζε Laplace  
 

 
2 0    (80) 

 

 ε δηζδηάζηαηε ξνή θαη θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο: 
 

2 2

2 2
0

x y

   
 

 
 (81), όπνπ: u , v

x y
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 ε δηζδηάζηαηε ξνή θαη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 
 

2 2
2

2 2
r r 0

r r

     
    
   

 (82), όπνπ: r

1
v , v

r


   
  

   
 (76β) 

 
7.2.3  Ρνϊθή ζπλάξηεζε (ή ζπλάξηεζε ξνήο) Ψ ζε δηζδηάζηαην πεδίν ξνήο  

 

 Οξίδεηαη ώζηε:  
 

o u , v
y x x y

       
    

   
 (83) ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 

 

o , r
r r

       
   
     

 (84) ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

 

Πξνϋπόζεζε απνηειεί λα ηζρύεη ε εμίζωζε ζπλερείαο (70) ή (72). 
 

 πλδπάδνληαο ηηο (26) , (βι. 3.1.3) θαη (83) πξνθύπηεη ε εμίζωζε ηωλ 

γξακκώλ ξνήο: 
 

dy dx d 0
y x

   
         

 
 (85) 

 

 Η παξνρή αλά κέηξν πιάηνπο ζε ξνϊθό ζωιήλα (βι. 3.1.3) είλαη: 
 

1 2 2 1q

     (86)  

 

 Οη θακπύιεο    , δειαδή νη ηζνδπλακηθέο γξακκέο θαη νη θακπύιεο 

   , δειαδή νη ξνϊθέο γξακκέο, ζρεκαηίδνπλ έλα πιέγκα γξακκώλ νη 

νπνίεο ηέκλνληαη νξζνγώληα (δίθηπν θακππιόγξακκωλ ηεηξαγώλωλ). 

 
7.3 Κακππιόγξακκε θίλεζε – ηξόβηινη  
 

7.3.1  Ειεύζεξνο ζηξόβηινο  
 

ε κόληκε αζηξόβηιε ξνή ζε θακπύιε κε ηνπηθή αθηίλα θακππιόηεηαο r είλαη: 
 

V V

r r


 


 (87) 

 

K
V ,K

r
    (88), όπνπ Κ: ηζρύο ή έληαζε ηνπ ζηξνβίινπ 

 

o Η ηαρύηεηα κεηώλεηαη κε ηελ απόζηαζε από ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ θαη  

δελ νξίδεηαη ζην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ, όπνπ r= 0  V= ∞ 
  

o Η ξνή ζηνλ ειεύζεξν ζηξόβηιν είλαη αζηξόβηιε  (βι. 3.3.1). 
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o Η θπθινθνξία (βι. 3.3.2) ζε θάζε θιεηζηή γξακκή, ε νπνία δελ πεξηθιείεη 
ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ είλαη κεδεληθή, ελώ ζε θάζε θιεηζηή γξακκή, ε 

νπνία πεξηθιείεη ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ είλαη: 2 K      (89). 

 

7.3.2  Εμαλαγθαζκέλνο ζηξόβηινο  
 

ε κόληκε ξνή ζε θακπύιε κε ηνπηθή αθηίλα θακππιόηεηαο r, όπνπ ε θίλεζε γίλεηαη 

κε ζηαζεξή γωληαθή ηαρύηεηα ω είλαη: 
 

V r   (90) 
 

o Η ηαρύηεηα απμάλεηαη κε ηελ απόζηαζε από ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ, ελώ 

ζην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ, όπνπ r= 0  V= 0. 
 

o Η ξνή ζηνλ εμαλαγθαζκέλν ζηξόβηιν είλαη ζηξνβηιή (βι. 3.3.1) 
 

7.3.3  ηξόβηινο Rankine  
 

Απνηειεί  ζύλζεζε ηωλ δύν παξαπάλω ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά. 
ε μικπή απόζηαζε από ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ ην ξεπζηό αθνινπζεί ηε 

ζςμπεπιθοπά ηνπ εμαλαγθαζκέλνπ ζηξνβίινπ, ελώ ζε μεγαλύηεπη απόζηαζε 

απηή ηνπ ειεύζεξνπ ζηξνβίινπ. 

 
7.3 Πίεζε αλαθνπήο ζε κόληκε ξνή  
 

7.3.1  Πίεζε αλαθνπήο ζε γξακκή ξνήο 
 

 Εάλ ε ζπλέρεηα κηαο γξακκήο ξνήο ζε κόληκε ξνή δηαθνπεί ιόγω ηεο 
γεωκεηξίαο ηνπ πξνβιήκαηνο, θαη ε (75α) εθαξκνζζεί ζε δύν θνληηλά ζεκεία: 

1 νιίγνλ αλάληε ηεο αζπλέρεηαο θαη 2 αθξηβώο ζηελ αζπλέρεηα πξνθύπηεη: 
 

 

2

1 1 2p V p

2 g
 

  
 (91) 

 

 Η πίεζε p2 νλνκάδεηαη πίεζε αλαθνπήο θαη είλαη απμεκέλε θαηά ηνλ όξν 

ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο. 

 
7.3.2  ωιήλαο Pitot-Prandtl  
 

 Είλαη κηα δηάηαμε, ε νπνία ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά εθκεηαιιεύεηαη ην 

παξαπάλω θαηλόκελν. 
 

 Απνηειείηαη από νξηδόληην ζωιελίζθν ζπλδεδεκέλν κε θαηαθόξπθν απιό 

πηεδόκεηξν (βι. 2.5.2), όκωο ιόγω ηεο (91) ζην πηεδόκεηξν κεηξάηαη όρη ην 
p2 /γ, αιιά ην p2 /γ + u2/2.g ζε θάζε νξηδόληηα ζέζε. 
 

 Με κεηαθίλεζε ηνπ ζωιελίζθνπ ζε δηάθνξεο ζέζεηο κηαο δηαηνκήο είλαη δπλαηό 
λα κεηξεζνύλ νη ηνπηθέο ηαρύηεηεο u(z,y), δειαδή λα πξνζδηνξηζζεί ην 

δηάγξακκα ηαρπηήηωλ ζηε δηαηνκή γηα δηάθνξεο παξνρέο! 
 

 Εάλ ν ζωιελίζθνο ηνπνζεηεζεί ζηνλ άμνλα θπθιηθήο δηαηνκήο είλαη δπλαηό λα 

κεηξεζεί ε κέγηζηε ηαρύηεηα umax. Εάλ ζηελ ίδηα δηαηνκή ηνπνζεηεζεί θαη 

απιό πηεδόκεηξν ηόηε ν ζπλδπαζκόο ηωλ δύν απνηειεί εξγαιείν κέηξεζεο  
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ηεο παξνρήο ♫ (βι. 5.1.5): 
 

1/2

Pitot

max

2 g h h
u


   

  
  

 (92) 

 

o ε ζηξωηή ξνή (βι. Κεθάιαην 10) ε ζρέζε ηεο ηαρύηεηαο ζηνλ άμνλα ηνπ 

ζωιήλα umax κε ηε κέζε ηαρύηεηα V είλαη γλωζηή! 
 

o ε ηπξβώδε ξνή (βι. Κεθάιαην 11) ε δηαθνξά ηεο ηαρύηεηαο ζηνλ άμνλα 

ηνπ ζωιήλα umax κε ηε κέζε ηαρύηεηα V είλαη κηθξή!  umax ≈ V. 
 

o Καη ζηηο δύν ωο άλω πεξηπηώζεηο ξνήο ην απιό πηεδόκεηξν πινπνηεί ηελ 

Πηεδνκεηξηθή Γξακκή ♫, ελώ ζηελ πεξίπηωζε ηπξβώδνπο ξνήο ν 

ζωιελίζθνο Pitot - Prandtl πινπνηεί (θαηά πξνζέγγηζε) ηε Γξακκή 
Δλέξγεηαο ♫ (βι. 5.4.2). 
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7.3 Δξωηήζεηο θαηαλόεζεο θαη Δθαξκνγέο ππνινγηζκνύ  

 
7.3.1  (κία κόλν απάληεζε είλαη νξζή) 
 

 Σα ηδεαηά ξεπζηά… 

 Είλαη αζπκπίεζηα θαη ρωξίο ζπλεθηηθόηεηα  

 Απνηεινύλ πξνϊόλ καζεκαηηθήο απινπνίεζεο 

 Η εθαξκνγή ηεο ζεωξίαο ηνπο είλαη ζε ζέζε λα δώζεη ιύζεηο ζε πνιιά 

πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 
 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
  

 Η γεληθεπκέλε εμίζωζε Bernoulli είλαη δπλαηό λα απινπνηεζεί 
ζεκαληηθώο, κεηαμύ άιιωλ ζηελ πεξίπηωζε: 

 Πξαγκαηηθώλ ξεπζηώλ ζε νκνηόκνξθε ξνή 

 Πξαγκαηηθώλ ξεπζηώλ ζε κόληκε αζηξόβηιε ξνή 
 Ιδεαηώλ ξεπζηώλ ζε κε κόληκε αζηξόβηιε ξνή 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Οη ηζνδπλακηθέο επηθάλεηεο είλαη εμ νξηζκνύ θάζεηεο πξνο: 

 Σηο ηζνζιηπηηθέο επηθάλεηεο 

 Σνλ θαηαθόξπθν άμνλα z 
 Σε δηεύζπλζε ηεο ηαρύηεηαο 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η αλάιπζε ηδεαηώλ ξεπζηώλ ηνπ ειεύζεξνπ ζηξνβίινπ είλαη δπλαηό λα 

εθαξκνζζεί: 
 Μόλν ζε ηδεαηά ξεπζηά 

 Γεληθώο θαη ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά  

 ε πξαγκαηηθά ξεπζηά κόλν εάλ ε ξνή είλαη νκνηόκνξθε 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η αλάιπζε ηδεαηώλ ξεπζηώλ ηνπ ζηξνβίινπ Rankine είλαη δπλαηό λα 

εθαξκνζζεί: 

 Μόλν ζε ηδεαηά ξεπζηά 
 Γεληθώο θαη ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά 

 ε πξαγκαηηθά ξεπζηά κόλν εάλ ε ξνή είλαη ζηξωηή 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η δηάηαμε: Απιό Πηεδόκεηξν + ζωληνίζκορ Pitot – Prandtl ζηελ ίδηα 

δηαηνκή αγωγνύ απνηειεί όξγαλν κέηξεζεο ηεο παξνρήο… 

 Μόλν ζηελ πεξίπηωζε ζηξωηήο ξνήο 

 
ηελ πεξίπηωζε ζηξωηήο ξνήο θαη πξνζεγγηζηηθά ζηελ πεξίπηωζε ηπξβώδνπο 

ξνήο 

 Μόλν ζηελ πεξίπηωζε ηπξβώδνπο ξνήο 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 
 ΔΕΝ ηζρύεη ΣΙΠΟΣΑ από ηα παξαπάλω 
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7.3.2   
 

Δίδεηαη ε ζπλάξηεζε:  x a sin t      , όπνπ: a θαη ω ζηαζεξέο θαη t ρξόλνο. 

 

1.  Να απνδεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε παξηζηά δπλακηθό πεδίνπ ηαρπηήηωλ θαη ε ξνή 

είλαη νκνηόκνξθε. 
2.  Να νξηζζνύλ νη γξακκέο ξνήο θαη ε δηαθνξά πίεζεο (p1 – p2) ζε δύν ζεκεία 1 θαη 

2, ωο ζπλάξηεζε ηωλ ζπληεηαγκέλωλ ηνπο x1 θαη x2. 

  

 (76α)   u a sin t
x


    


 θαη v 0,w 0
y z

 
   
 

 

 

2 2 2

2 2 2
0

x y z

     
  

  
  ηθαλνπνηείηαη ε (81)  παξηζηά δπλακηθό πεδίνπ ηαρπηήηωλ  

 

 

2

2

u
u 0
x x x

   
   
  

 θαη 
u u

v 0,w 0
y z

 
   
 

 

 

 ηθαλνπνηείηαη ε (25ε)  ε ξνή είλαη νκνηόκνξθε 

 

 (83)   a sin t
y


   


   1a sin t y c x         

 

      θαη 0
x


 


 
 1d c x

0
dx


   1 1c x C  (αλεμάξηεην ηνπ x) 

 

   1a sin t y C        
 

ζε θάζε γξακκή ξνήο (85)  2d 0 C       
 

2 1C C
y
a sin t




  
 

 

 Εθόζνλ ε Φ παξηζηά πεδίν δπλακηθνύ ε ξνή είλαη αζηξόβηιε 
 

 x a cos t
t


      


, V u    

2
2 2V
a sin t

2
    θαη  3g h C    

 

(78)       2 2

3t
p

f x a cos t a sin t C            


 

 

   1 2 2 1p p x x a cos t            
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7.3.3  ηελ εθαξκνγή γίλεηαη ρξήζε πνιηθώλ ζπληεηαγκέλωλ 
 

Πεγή ζε δηζδηάζηαηε (επίπεδε) ξνή νλνκάδεηαη έλα ζεκείν, απ’ όπνπ ην ξεπζηό 

απνξξέεη (θεύγεη) κε παξνρή q νκνηνκόξθωο θαη αθηηληθά πξνο θάζε 
θαηεύζπλζε. 
 

Καηαβόζξα ζε δηζδηάζηαηε (επίπεδε) ξνή νλνκάδεηαη έλα ζεκείν, απ’ όπνπ ην 
ξεπζηό ζπξξέεη (έξρεηαη) κε παξνρή q νκνηνκόξθωο θαη αθηηληθά από θάζε 

θαηεύζπλζε. 
 

Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο, εάλ ε ξνή είλαη κόληκε, δειαδή ε παξνρή q ζηαζεξή λα 

νξηζζνύλ: 

1.  Οη εμηζώζεηο ηωλ γξακκώλ ξνήο θαη ηωλ ηζνδπλακηθώλ γξακκώλ. 
2.  Η εμίζωζε ηεο πίεζεο.   

 

Η παξαθάηω αλάιπζε γίλεηαη ζε πεγή θαη ηζρύεη ζε θαηαβόζξα κε αληίζεηα πξόζεκα. 
 

 Η ξνή είλαη κόλν αθηηληθή  
V

V 0 , 0



 


, (72)  

 r
r

r V
0 q r V

r

 
    


 

 

(76β)  
q

lnr
r r


     


 

 ηζνδπλακηθέο γξακκέο: νκόθεληξνη θύθινη 
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 ξνϊθέο γξακκέο: αθηηληθέο επζείεο 
 

 Εθόζνλ ε Φ παξηζηά πεδίν δπλακηθνύ ε ξνή είλαη αζηξόβηιε (θαη κόληκε) 
 

Πάλω ζε κία γξακκή ξνήο, (75β)  
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