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4. ΓΥΝΑΜΙΚΗ  

 
Αλαπηύζζνληαη ζπλνπηηθώο νη ζεκειηώδεηο λόκνη ηεο ξεπζηνκεραληθήο θαη νη 

αληίζηνηρεο γεληθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηνπ πεδίνπ ξνήο. Είλαη απαξαίηεηε 

ε εκβάζπλζε ζε έλλνηεο θαη ζρεηηθή αλάιπζε κε αμηνπνίεζε ηωλ 

δηαλεκνκέλωλ ζπγγξακκάηωλ.     
 

4.1 Βαζηθέο έλλνηεο  

4.1.1  Δίδε δπλάκεωλ 
 

 Καζνιηθέο: Γξνπλ ζε όια ηα ξεπζηά ζωκαηίδηα ηνπ ζεωξνύκελνπ ξεπζηνύ. 
  
o Δπίδξαζε από απόζηαζε: Βαξύηεηα ή αδξαλεηαθέο. 

o Αζθνύληαη ζην θέληξν βάξνπο ηνπ ξεπζηνύ ζωκαηηδίνπ.  

o Αλάινγεο πξνο ηε κάδα ηνπ ξεπζηνύ ζωκαηηδίνπ (ή ηνλ όγθν ηνπ). 
o Σπλήζωο εθθξάδνληαη κε ηελ αλά κνλάδα κάδαο δύλακε, δειαδή έρνπλ 

δηαζηάζεηο επηηάρπλζεο.  

o Σπρλά ηα πεδία θαζνιηθώλ δπλάκεωλ πξνέξρνληαη από δπλακηθό. 

o Σε θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ κε θαηαθόξπθν πξνο ηα πάλω άμνλα z 
 

xf 0= , yf 0=  θαη zf g=  (35) 

 

 Δπηθαλεηαθέο: Αζθνύληαη ζηελ επηθάλεηα ε νπνία πεξηβάιιεη ην ζεωξνύκελν 

όγθν ξεπζηνύ από ην γεηηνληθό - ζε επαθή - ξεπζηό. 
 

o Θεωξνύκε ζηνηρεηώδε όγθν κνξθήο νξζνγωλίνπ παξαιιειεπηπέδνπ:                

Γx, Γy, Γz: 
o Σε θάζε έδξα αζθνύληαη θάζεηεο θαη εθαπηνκεληθέο δπλάκεηο, νη νπνίεο 

δίλνπλ νξζέο (ζ) θαη δηαηκεηηθέο (η) ηάζεηο. 

o Η εληαηηθή θαηάζηαζε ζε ζεκείν ξεπζηνύ πεξηγξάθεηαη πιήξωο από έμη (6) 
ηάζεηο: ηξεηο (3) νξζέο θαη ηξεηο (3) δηαηκεηηθέο, όπωο ζηε Μεραληθή ηωλ 

Σηεξεώλ!.. 
 

 Οη Καζνιηθέο θαη Δπηθαλεηαθέο δπλάκεηο απνηεινύλ ζεκαληηθέο παξακέηξνπο 

ηνπ Κεθαιαίνπ 5. Θα ηηο ππνινγίζνπκε <εθεί> αμηνπνηώληαο ηηο κεζόδνπο 2.2.4 

θαη 2.2.2 αληηζηνίρωο!    
 

 Γξακκηθέο: Απνηέιεζκα ηνπ θαηλνκέλνπ επηθαλεηαθήο ηάζεο. 
  
o Σηα όξηα κεηαμύ πγξνύ – αεξίνπ ή δύν κε κηγλπνκέλωλ πγξώλ 

o Γελ ππεηζέξρνληαη ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο, παξά κόλν ωο νξηαθέο ζπλζήθεο. 

  
4.1.2  Θεκειηώδεηο λόκνη 

 

 Αξρή δηαηήξεζεο ηεο κάδαο: 
 

o Σε έλα ζύλνιν ξεπζηώλ ζωκαηηδίωλ - κε ζηνηρεηώδεηο κάδεο ην θαζέλα -                   

ε ζπλνιηθή ηνπο κάδα παξακέλεη αλαιινίωηε θαηά ηελ θίλεζή ηνπο. 
 

D
dm dm 0

Dt
  = =  (36) 
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o Σηα νκνγελή ξεπζηά ζπζρεηίδνληαη νη κεηαβνιέο ππθλόηεηαο θαη ηαρύηεηαο          
 εμίζωζε ζπλερείαο (βι. 4.2.2). 
  

o Σηα αλνκνηνγελή ε αξρή απηή ηζρύεη γηα ην θαζέλα ρωξηζηά. 
 

 Θεώξεκα ηεο πνζόηεηαο θίλεζεο - Γεύηεξνο λόκνο ηνπ Νεύηωλα: 
 

o Τν ζύλνιν ηωλ εμωηεξηθώλ δπλάκεωλ νη νπνίεο δξνπλ ζε έλα ζύζηεκα κάδαο 

ξεπζηνύ, ηζνύηαη κε ηελ νιηθή κεηαβνιή (παξάγωγν) ωο πξνο ην ρξόλν ηεο 

πνζόηεηαο θίλεζεο (νξκήο) ηνπ ζπζηήκαηνο. 
 

o 
D

F dm F V dm
Dt

        (37) 

 

o Οδεγεί ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο, νη νπνίεο ζπλδένπλ ηα θηλεκαηηθά θαη ηα 

δπλακηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ξνήο  εμίζωζε πνζόηεηαο θίλεζεο  
(βι. 4.2.2). 

 

 Αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο: 
 

o Η ελέξγεηα απνηειεί ηδηόηεηα ηνπ ξεπζηνύ (βι. 3.1.1) θαη νξίδεηαη πιήξωο από 
ηελ θαηάζηαζή ηνπ. 
 

o Η κεηαβνιή ηεο ελέξγεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθύπηεη από ηηο κεηαβνιέο: 
 Τεο ζεξκόηεηαο: πξνζηηζέκελε <+> / αθαηξνύκελε <-> 

 Τνπ έξγνπ: απνδηδόκελν <-> / πξνζιακβαλόκελν <+> 
 

 dEδQ δW =  (38)  
 

o Τν ηζνδύγην έξγνπ κε ην πεξηβάιινλ πεξηιακβάλεη: 

 Έξγν θαζέηωλ ηάζεωλ, νη νπνίεο ελεξγνύλ ζηα όξηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

 Έξγν δηαηκεηηθώλ ηάζεωλ, νη νπνίεο ελεξγνύλ ζηα όξηα ηνπ ζπζηήκαηνο 
 Έξγν κεραληθό πνπ απνδίδεηαη από (πδξνζηξόβηινο), ή πξνζιακβάλεηαη 

ζην (αληιία) ζύζηεκα, κέζω κεραληθνύ άμνλα 
  

o Η ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα εθθξαζζεί κε ηελ ηηκή ηεο                        

αλά κνλάδα κάδαο θαη ζπλίζηαηαη από ηξεηο κνξθέο: 

 Γπλακηθή, ιόγω ζέζεο - πςνκεηξηθήο δηαθνξάο: g h

 =  

 Κηλεηηθή, ιόγω ηαρύηεηαο: 

2V

2

 =  

 Δζωηεξηθή, εμαξηώκελε από ηελ ηνπηθή ζεξκνθξαζία: I

 =  

 

 (38)  

2D D V
dm g h I dm

dt dt Dt Dt 2

 
         

 
 

δQ δW
 (39) 

 

o Σηα ξεπζηά ζπζρεηίδνληαη ππθλόηεηα, πίεζε, ηαρύηεηα, πςνκεηξηθή 

ζέζε, κεραληθό έξγν, ζεξκνθξαζία, πξνζηηζέκελε ζεξκόηεηα… 

Σηα <δηθά καο> πγξά, ηα νπνία είλαη πξαθηηθώο αζπκπίεζηα θαη έρνπλ κεγάιε 
ζεξκνρωξεηηθόηεηα, ε εμίζωζε απινπνηείηαη  εμίζωζε ελέξγεηαο  

(βι. 4.2.2). 
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4.2 Μέζνδνη αλάιπζεο  

4.2.1  Φαξαθηεξηζηηθά 
 

 Τα παξαπάλω ζπλδένληαη επθόιωο κε ηε κέζνδν πεξηγξαθήο ηεο θίλεζεο θαηά 
Lagrange (βι. 3.1.2).  

Δίλαη όκωο αλαγθαίεο θάπνηεο πξνζαξκνγέο, ώζηε λα ζπλδεζνύλ κε ηελ θαλόλα 

ρξεζηκνπνηνύκελε ζηε ξεπζηνκεραληθή πεξηγξαθή θαηά Euler (βι. 3.1.3).  

 
 Μέζνδνο ηνπ ξεπζηνύ ζσκαηηδίνπ 

  
o Δπηιέγνπκε ηπρόλ ζηαζεξό ζεκείν (x, y, z). 

o Παξαθνινπζνύκε ηελ θίλεζε ξεπζηνύ ζωκαηηδίνπ απεηξνζηήο κάδαο dm ζηε 

γεηηνλία ηνπ ζεκείνπ. Έηζη Πεξηγξάθνληαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο ξνήο . 

o Η κεηαβνιή θάζε ηδηόηεηαο δίλεηαη από ηελ νιηθή παξάγωγν (βι. 3.1.3). 
 

 Μέζνδνο ηνπ ζηαζεξνύ δηαθνξηθνύ όγθνπ αλαθνξάο 
  
o Δπηιέγνπκε θαη πάιη ηπρόλ ζηαζεξό ζεκείν (x, y, z).  

o Θεωξνύκε δηαθνξηθό όγθν αλαθνξάο dU γύξσ από ην ζεκείν. 

o Παξαθνινπζνύκε – θαηαγξάθνπκε ηηο κεηαβνιέο ηωλ ηδηνηήησλ ηνπ 
ξεπζηνύ, νη νπνίεο εηζέξρνληαη, εμέξρνληαη ή ζπγθεληξώλνληαη κέζα 

ζηνλ όγθν απηό. 

o Γηα ηε κέζνδν έρεη νπζηώδε ζεκαζία ε έλλνηα ηεο εηζξνήο (θαη εθξνήο!) 
 

 Πεπεξαζκέλνο όγθνο αλαθνξάο, εηζξνή – εθξνή 
 

o Θεωξνύκε πεπεξαζκέλν όγθν U θαη ηελ επηθάλεηα Δ, ε νπνία ηνλ πεξηθιείεη. 

Η επηθάλεηα απνηειείηαη από ζηνηρεηώδεηο επηθάλεηεο dE, ηωλ νπνίωλ ην 

δηάλπζκα έρεη πάληνηε θνξά πξνο ην εζσηεξηθό ηνπ όγθνπ! 

o Σηηο ζηνηρεηώδεηο επηθάλεηεο αληηζηνηρνύλ ξεπζηά ζωκαηίδηα κε ηαρύηεηα V , 

ηωλ νπνίωλ ε θάζεηε ζπληζηώζα ζε θάζε dE είλαη VK. 

Τα δηαλύζκαηα ηαρπηήησλ έρνπλ ηε θνξά ηεο θίλεζεο, άξα: 

 Δίηε πξνο ην εζσηεξηθό ηνπ όγθνπ  εηζξένπλ 
 Δίηε πξνο ην εμσηεξηθό ηνπ όγθνπ  εθξένπλ 

 

  
 

V 

VK 

δηάλπζκα ηαρύηεηαο 
εμαξηάηαη … 

θ 

δηάλπζκα επηθάλεηαο 

πάληα πξνο ην 
εζσηεξηθό ηνπ U 

 

ζηνηρεηώδεο 

επηθάλεηα dΔ 

Ταρύηεηα V 
Όγθνο αλαθνξάο U  

κε πεξηθιείνπζα επηθάλεηα Δ 
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o Κάζε δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο είλαη θνξέαο – όρεκα ηδηνηήηωλ! 
 Μεηαθέξεη Ιδηόηεηεο: π.ρ. κάδα, επηηάρπλζε, ελέξγεηα, ζεξκνθξαζία, 

αθηηλνβνιία, ρξώκα …. 
 Αιιά θαη ηελ ηδηόηεηα ηαρύηεηα!.. Γηαθξηηή από ην όρεκα ηαρύηεηα!!. 
 Πεξηζζόηεξα ζην Κεθάιαην 5. 

 

o Η εηζξνή ηδηόηεηαο ι (ή, ε εθξνή = αξλεηηθή εηζξνή) ζηνλ όγθν U δηακέζνπ 

ηεο ζηνηρεηώδνπο επηθάλεηαο dE είλαη: KV dE    

Καη ε νιηθή εηζξνή ηδηόηεηαο ι ζηνλ όγθν U δηακέζνπ ηεο επηθάλεηαο E είλαη: 
 

K

E E

V dE V dE      =  (40) 

 

 Όπνπ είλαη V dE 0    εηζξνή 

 Όπνπ είλαη V dE 0    εθξνή 
 

o Η δηαηύπωζε ηωλ ζεκειηωδώλ λόκωλ βαζίδεηαη ζην ηζνδύγην κεηαμύ ηωλ 
εηζεξρνκέλσλ, εμεξρνκέλσλ θαη ζπζζσξεπνκέλσλ πνζνηήηωλ ηωλ 

δηαθόξωλ ηδηνηήησλ ζηνλ όγθν. 
 

 Σηηο 13:15 έλα απηνθίλεην Renault Mégane ρξώκαηνο κπιε εηζέξρεηαη κε 

ζηαζεξή ηαρύηεηα (επηηάρπλζε κεδεληθή) από ηελ αξηζηεξή ισξίδα ζηε 

δηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν ακέζσο θαηάληε ηεο «πύιεο Καηεράθε». 
 Σηηο 13:15 έλα απηνθίλεην Porche Cayenne ρξώκαηνο ιεπθνύ επίζεο 

εηζέξρεηαη κε ζηαζεξή ηαρύηεηα (επηηάρπλζε κεδεληθή) από ηε δεμηά 

ισξίδα ζηε δηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν ακέζσο θαηάληε ηεο «πύιεο 
Καηεράθε». 

 Σηηο 13:17 έλα απηνθίλεην Toyota Prius ρξώκαηνο πξαζίλνπ εηζέξρεηαη 

κε ζηαζεξή ηαρύηεηα (επηηάρπλζε κεδεληθή) από ηελ αξηζηεξή ισξίδα ζηε 
δηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν ακέζσο θαηάληε ηεο «πύιεο Καηεράθε». 

 Σηηο 13:19 ην Toyota Prius αθηλεηνπνηείηαη επί ηεο ιεωθόξνπ. 

 Σηηο 13:20 ην Renault Mégane επηβξαδύλεη θαη εμέξρεηαη δεμηά πξνο 

Παπάγν – Χνιαξγό ζηελ αληίζηνηρε δηαζηαύξσζε ηεο ιεωθόξνπ. 
 Σηηο 13:20 ην Porche Cayenne επηβξαδύλεη θαη εμέξρεηαη  δεμηά πξνο 

Βύξσλα ζηελ αληίζηνηρε δηαζηαύξσζε ηεο ιεωθόξνπ. 
 

o Αλάιπζε θαηά Euler κε ρξήζε πεπεξαζκέλνπ όγθνπ αλαθνξάο ηνπ ωο άλω 

ζελαξίνπ νδηθήο θπθινθνξίαο: 
 

 Μία επηθάλεηα εηζόδνπ: Γηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν ακέζσο θαηάληε 

ηεο «πύιεο Καηεράθε». Πεξηιακβάλεη δύν ισξίδεο. 

 Γύν επηθάλεηεο εμόδνπ: Γηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν πξνο Παπάγν – 
Χνιαξγό + Γηαζηαύξσζε κε ηε ιεωθόξν πξνο Βύξσλα. 

 Ο όγθνο αλαθνξάο νξίδεηαη από ηηο ηξεηο σο άλσ επηθάλεηεο θαη ηα 

νδηθά όξηα ηεο ιεωθόξνπ. 
 Σηηο 13:15 εηζξένπλ ζηνλ όγθν αλαθνξάο δηάθνξεο ηδηόηεηεο κε θάπνηεο 

ηηκέο θαη όρεκα ηελ ηαρύηεηα ησλ δύν απηνθηλήησλ Renault θαη Porche. 

 Σηηο 13:20 εθξένπλ από ηνλ όγθν αλαθνξάο νη ίδηεο ηδηόηεηεο κε 
δηαθνξεηηθέο ίζσο ηηκέο, αιιά πάιη κε όρεκα ηελ ηαρύηεηα ησλ δύν 

παξαπάλσ απηνθηλήησλ . 
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 Σηηο 13:17 εηζξένπλ ζηνλ όγθν αλαθνξάο δηάθνξεο ηδηόηεηεο κε θάπνηεο 
ηηκέο θαη όρεκα ηελ ηαρύηεηα ηνπ ελόο απηνθηλήηνπ Toyota. 

 Σηηο 13:20 νη ηδηόηεηεο ηνπ Toyota, κε θάπνηεο ηηκέο, έρνπλ 

ζπζζωξεπζεί ζηνλ όγθν αλαθνξάο δηάθνξεο. 
  

4.2.2  Δμίζωζε Σπλερείαο 
 

 Δίλαη δηαθνξηθή εμίζωζε, ε νπνία εθθξάδεη ηελ αξρή δηαηήξεζεο κάδαο ηνπ 

ξεπζηνύ (βι. 4.1.2). 
 

 Σε ζηαζεξό δηαθνξηθό όγθν αλαθνξάο dU (βι. 4.2.1) κνξθήο νξζνγωλίνπ 

παξαιιειεπηπέδνπ κε πιεπξέο dx, dy, dz, ε (40) γηα ηελ ηδηόηεηα κάδα είλαη: 
  

o  dU V dE
t


    


=   

 

o Όπνπ:      V dE u v w dU
x y z

   
                 

  

 

o  
     u v w

0
t x y z

         
   

   
 (41) 

 

o Η (41) απνηειεί ηε γεληθή εμίζσζε ζπλερείαο θαη κπνξεί λα παξαρζεί 
επίζεο κε ηε κέζνδν ηνπ ξεπζηνύ ζωκαηηδίνπ. 

 

o Άιιεο κνξθέο γξαθήο ηεο (41) είλαη: 
 

  div V 0
t

 
   


 (41α) 

 

 
D

divV 0
Dt


   (41β) 

 

 

 Η παξαπάλω γεληθή εμίζωζε ζπλερείαο απινπνηείηαη ππό πξνϋπνζέζεηο: 
 

o Γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά (κόληκε θαη κε κόληκε ξνή!): 
 

 
u v w

divV 0
x y z

  
   

  
 (42) 

 

  
D

0
Dt


  (42α) 

 

o Γηα ζπκπηεζηά ξεπζηά θαη κόληκε ξνή:  div V 0    (43) 
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4.2.3  Δμηζώζεηο Κίλεζεο 
 

 Δίλαη κε γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο β’ βαζκνύ, νη νπνίεο εθθξάδνπλ ην 

ζεώξεκα ηεο πνζόηεηαο θίλεζεο (βι. 4.1.2).  
Τν ζύζηεκα ηωλ ηεζζάξωλ εμηζώζεωλ (ηξεηο θηλήζεηο + εμίζωζε ζπλερείαο) 

επηιύεηαη κόλν κε αξηζκεηηθέο κεζόδνπο. 
 

 Γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά ζηαζεξήο ππθλόηεηαο θαη ζπλεθηηθόηεηαο 

θαηαιήγνπλ ζηηο εμηζώζεηο Navier - Stokes: 
  

o 
2DV

f gradp V
Dt

           (44) 

 

o Ή, αλαιπηηθώο αλά δηεύζπλζε: 

 

 

2 2 2

x 2 2 2

Du dp u u u
f

Dt dx x y z

   
           

   
 (45α) 

 

 

2 2 2

y 2 2 2

Dv dp v v v
f

Dt dy x y z

   
           

   
 (45β) 

 

 

2 2 2

z 2 2 2

Dw dp w w w
f

Dt dz x y z

   
           

   
 (45γ) 

 

 Δηδηθόηεξα γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά ζηαζεξήο ππθλόηεηαο θαη 

ζπλεθηηθόηεηαο ζην πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο νη εμηζώζεηο Navier – Stokes 

είλαη: 
  

o   2DV 1
grad p h V

Dt


        

 
 (46) 

 

o Ή, αλαιπηηθώο αλά δηεύζπλζε: 

 

 

2 2 2

2 2 2

u u u u h 1 p u u u
u v w g

t x y z x x x y z

          
           

           
 

(46α) 

 

 

2 2 2

2 2 2

v v v v h 1 p v v v
u v w g

t x y z y y x y z

          
           

           
 (46β) 

 

 

2 2 2

2 2 2

w w w w h 1 p w w w
u v w g

t x y z z z x y z

          
           

           
 (46γ) 
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 Δηδηθόηεξα γηα ηδεαηά ξεπζηά, όπνπ κ= 0 νη παξαπάλω εμηζώζεηο απινπνηνύληαη 

ζεκαληηθώο θαη είλαη γλωζηέο ωο εμηζώζεηο Euler: 
  

o  
DV 1

grad p h
Dt

     


 (47) 

 

o Ή, αλαιπηηθώο αλά δηεύζπλζε: 

 

 
u u u u h 1 p
u v w g

t x y z x x

     
      

      
 (47α) 

 

 
v v v v h 1 p
u v w g

t x y z y y

     
      

      
 (47β) 

 

 
w w w w h 1 p
u v w g

t x y z z z

     
      

      
 (47γ) 

 

 Οη εμηζώζεηο Euler είλαη κε γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο α’ βαζκνύ.  

Τν ζύζηεκα ηωλ ηεζζάξωλ εμηζώζεωλ (ηξεηο θηλήζεηο + εμίζωζε ζπλερείαο) 
επηιύεηαη κε καζεκαηηθέο κεζόδνπο! 

 
4.3 Παξαηεξήζεηο γηα ηηο εμηζώζεηο ζπλέρεηαο θαη θίλεζεο  

4.3.1  Αζπκπίεζηα θαη νκνγελή ξεπζηά ζην πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο 
 

 Ιζρύνπλ νη (42) θαη (46α, β, γ)  (βι. 4.2.2 θαη 4.2.3).  
 

o Τν ζύζηεκα ηωλ ηεζζάξωλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ έρεη ηέζζεξηο αγλώζηνπο: 

ηηο ηξεηο ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο (u, v, w) θαη ηελ πίεζε p. 
 

o Η επίιπζε είλαη δπλαηή εθ’ όζνλ θαζνξηζηνύλ: 

 Οη νξηαθέο ζπλζήθεο ζηα όξηα ηνπ πεδίνπ επίιπζεο 

 Οη αξρηθέο ζπλζήθεο ζηελ αξρή ηνπ ρξόλνπ 

 

o Οξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηελ ηαρύηεηα είλαη θηλεκαηηθέο θαη θπζηθέο (βι. 3.4) 
 

o Οξηαθέο ζπλζήθεο γηα ηελ πίεζε είλαη π.ρ. ε ειεύζεξε επηθάλεηα, ε νπνία 

ππόθεηηαη ζε αηκνζθαηξηθή πίεζε, ή όπνπ αιινύ ε πίεζε ζηα όξηα είλαη 

γλωζηή. 
 

 Οη εμηζώζεηο Navier – Stokes είλαη δπλαηό λα ζεωξεζνύλ ωο εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο κεηαμύ ηωλ (αλά κνλάδα κάδαο) δπλάκεσλ: αδξαλείαο, 
βαξύηεηαο, πίεζεο θαη ζπλεθηηθόηεηαο.   

Δπνκέλωο, αθόκε θαη ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά είλαη δπλαηό λα απινπνηεζνύλ, 

όηαλ ζην θπζηθό πξόβιεκα, θάπνηα από απηέο ηηο δπλάκεηο είλαη δπλαηό λα 
ζεωξεζεί ακειεηέα: 
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 Παξάιιειε ξνή 
 

o Οη γξακκέο ξνήο είλαη όιεο παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο  v= w= 0 
 

 (42)  
u
0

x





  ε  u u y,z,t  είλαη ακεηάβιεηε θαηά κήθνο εθάζηεο 

γξακκήο ξνήο. 
 

 (46α)   
2 2

2 2

u u u
p h

t x y z

    
          
    

 (48α) 

 

 (46β)   0 p h
y


    


 (48β) 

 

 (46γ)   0 p h
z


    


 (48γ) 

 

o Γειαδή ζε παξάιιειε ξνή, ε πίεζε θαηαλέκεηαη πδξνζηαηηθά πάλω ζε 
δηαηνκέο θάζεηεο πξνο ηε δηεύζπλζε ηεο ξνήο ♫ 

 

 Κιεηζηό Σύζηεκα 
 

o Η ξνή πεξηβάιιεηαη από παληνύ από ζηεξεά όξηα, επνκέλωο ε γεωκεηξία ηνπ 
πεδίνπ ξνήο δελ κεηαβάιιεηαη από απηή θαζ’ απηή ηε ξνή. 

 

o Δίλαη δπλαηό λα ζεωξήζνπκε, όηη ε ζπλνιηθή – πξαγκαηηθή πίεζε είλαη 
άζξνηζκα δύν όξωλ: 

 Σηαηηθή πίεζε pζ, ε νπνία ζα ππήξρε ήδε ζε θαηάζηαζε εξεκίαο. 

 (Υδξν)δπλακηθή πίεζε pδ, ε νπνία νθείιεηαη απνθιεηζηηθώο ζηελ θίλεζε. 
 

o Σε αζπκπίεζηα νκνγελή ξεπζηά ζην πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο απαιείθεηαη 

ν όξνο ηεο βαξύηεηαο θαη παξακέλεη κόλν ε ζπληζηώζα ηεο δπλακηθήο πίεζεο: 
  

 (46)  
2DV 1

gradp V
Dt




     

 
 (49) 

 

 Η πεξαηηέξω επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη δπλαηό λα γίλεη ωο πξνο ηε 
δπλακηθή πίεζε, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη θαη νη νξηαθέο ζπλζήθεο είλαη 

δπλαηό λα εθθξαζζνύλ ζπλαξηήζεη απηήο. 
 

 Οη ωο άλω πξνϋπόζεζε ηθαλνπνηείηαη ζε ζπζηήκαηα «ξνήο ππό πίεζε» (ζε 

θιεηζηνύο αγσγνύο), ελώ δελ ηθαλνπνηείηαη ζε ζπζηήκαηα «ξνήο κε 

ειεύζεξε επηθάλεηα» (ζε αλνηθηνύο αγσγνύο).  
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 Έξπνπζα ξνή 
 

o Δίλαη ζρεηηθώο βξαδεία, δειαδή νη όξνη ηωλ επηηαρύλζεσλ ζηηο εμηζώζεηο 

Navier – Stokes είλαη πνιύ κηθξόηεξεο από ηνπο όξνπο ηωλ δπλάκεσλ 
ζπλεθηηθόηεηαο, άξα είλαη δπλαηό (θαηά πξνζέγγηζε) λα ακειεζνύλ:   

 

(46)    2grad p h V        (50) 

 

o Τππηθό παξάδεηγκα απνηειεί ε ξνή ζε πνξώδεο έδαθνο (ππόγεηα ύδαηα). 
 

 Ιδεαηά ξεπζηά – Οξηαθό ζηξώκα 
 

o Σηα ηδεαηά ξεπζηά (κ= 0) νη εμηζώζεηο Navier – Stokes απινπνηνύληαη ωο 

εμηζώζεηο Euler (βι. 4.2.3). 
  
 Σε πξνβιήκαηα όπνπ νη όξνη ζπλεθηηθόηεηαο ζηηο εμηζώζεηο Navier – 

Stokes    έρνπλ κηθξό κέγεζνο ζε ζύγθξηζε κε ηνπο άιινπο όξνπο, ε 

ζεσξία ηωλ ηδεαηώλ ξεπζηώλ (βι. Κεθάιαην 7) είλαη δπλαηό λα 

νδεγήζεη ζε ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Σε άιια πξνβιήκαηα όρη… 
 

 Αθόκε θαη ζηελ πεξίπηωζε όπνπ ε ζπλεθηηθόηεηα δελ είλαη δπλαηό λα 
ακειεζεί γεληθώο, ε ζεωξία ηωλ ηδεαηώλ ξεπζηώλ είλαη δπλαηό λα 

νδεγήζεη ζε ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα ζε ηκήκα ηνπ πεδίνπ ξνήο: 

Μαθξηά από ηα ζηεξεά όξηα, όπνπ ε θπζηθή νξηαθή ζπλζήθε (βι. 
3.4.3), δειαδή ε επηξξνή ηωλ δηαηκεηηθώλ ηάζεωλ δελ είλαη ζεκαληηθή ♫ 

       
o Κνληά ζηα ζηεξεά όξηα, ε επηξξνή ηωλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ (νζνδήπνηε 

κηθξή θαη αλ είλαη ε ζπλεθηηθόηεηα…) είλαη πάληνηε ζεκαληηθή, δηόηη εθεί 

αλαπηύζζνληαη κεγάιεο θιίζεηο ηαρπηήησλ. 
 

 Σην ζηεξεό όξην ε ηαρύηεηα είλαη κεδεληθή (βι. 3.4.4). 
 

 Λίγν πην καθξηά από ην όξην ε ηαρύηεηα έρεη κε κεδεληθή ηηκή! 
 

 Η κεηαβνιή - θιίζε ηεο ηαρύηεηαο έρεη πνιύ κεγάιε ηηκή (ζεωξεηηθώο 

άπεηξε), νπόηε ην γηλόκελν ηεο αθόκε θαη κε πνιύ κηθξή ηηκή 

ζπλεθηηθόηεηαο έρεη κε κεδεληθή ηηκή θαη δελ ακειείηαη! 
 

o Η αλάιπζε (βι. Κεθάιαηα 9 θαη 12) γίλεηαη κε δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο ζε 

δύν πεξηνρέο ηνπ πεδίνπ ξνήο: 
 

 Κνληά ζηα ζηεξεά όξηα  εληόο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, νη όξνη 

ζπλεθηηθόηεηαο δελ ακεινύληαη. 
 

 Μαθξηά από ηα ζηεξεά όξηα  εθηόο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, νη όξνη 

ζπλεθηηθόηεηαο ακεινύληαη. 
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4.4 Δξσηήζεηο θαηαλόεζεο θαη Δθαξκνγέο ππνινγηζκνύ  

 
4.4.1  (κία κόλν απάληεζε είλαη νξζή) 
 

 Σε έλα πεδίν ξνήο πξαγκαηηθνύ ξεπζηνύ: 
 Οη θαζνιηθέο δπλάκεηο δξνπλ ζε όια ηα ξεπζηά ζωκαηίδηα ηνπ  

 Οη επηθαλεηαθέο δπλάκεηο δξνπλ ζε όια ηα ξεπζηά ζωκαηίδηα ηνπ 

 Οη γξακκηθέο δπλάκεηο ζπλήζωο πξνέξρνληαη από δπλακηθό 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
  

 Σε έλα πεδίν ξνήο ηδεαηνύ ξεπζηνύ ην ηζνδύγην έξγνπ κε ην πεξηβάιινλ 

πεξηιακβάλεη: 

 Έξγν δηαηκεηηθώλ ηάζεωλ, νη νπνίεο ελεξγνύλ ζηα όξηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

 Μεηαβνιή ηεο ζεξκόηεηαο ζηα όξηα ηνπ ζπζηήκαηνο 
 Έξγν θαζέηωλ ηάζεωλ, νη νπνίεο ελεξγνύλ ζηα όξηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η κέζνδνο αλάιπζεο θαηά Euler: 

 Δθαξκόδεηαη κόλν ζε ηδεαηά ξεπζηά 

 Δθαξκόδεηαη κόλν ζε πξαγκαηηθά ξεπζηά  

 Βαζίδεηαη ζηηο εμηζώζεηο Euler 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 
 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 

 

 Σηε κέζνδν αλάιπζεο ηνπ ζηαζεξνύ δηαθνξηθνύ όγθνπ αλαθνξάο: 

 
Παξαθνινπζνύκε κόλν ηηο κεηαβνιέο ηωλ ηδηνηήηωλ ηνπ ξεπζηνύ, νη νπνίεο 

εηζέξρνληαη κέζα ζηνλ όγθν απηό 

 
Παξαθνινπζνύκε ηηο κεηαβνιέο ηωλ ηδηνηήηωλ ηνπ ξεπζηνύ, νη νπνίεο 
εηζέξρνληαη, εμέξρνληαη ή ζπγθεληξώλνληαη κέζα ζηνλ όγθν απηό  

 
Παξαθνινπζνύκε ηελ θίλεζε ξεπζηνύ ζωκαηηδίνπ απεηξνζηήο κάδαο dm, ην 

νπνίν εηζέξρεηαη ή εμέξρεηαη από ηνλ όγθν απηό 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η εμίζσζε ζπλερείαο είλαη δηαθνξηθή εμίζσζε, ε νπνία: 

 Ιζρύεη κόλν γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά ζηαζεξήο ππθλόηεηαο θαη ζπλεθηηθόηεηαο 
 Δθθξάδεη ηελ αξρή δηαηήξεζεο κάδαο ηνπ ξεπζηνύ 

 Ιζρύεη κόλν γηα ηδεαηά ξεπζηά  

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Οη εμηζώζεηο Navier – Stokes: 

 Ιζρύνπλ γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά ζηαζεξήο ππθλόηεηαο θαη ζπλεθηηθόηεηαο 

 Ιζρύνπλ γηα αζπκπίεζηα ξεπζηά ζηαζεξήο ππθλόηεηαο θαη ζπλεθηηθόηεηαο ζην 
πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο 

 Ιζρύνπλ γηα ηδεαηά ξεπζηά ζην πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο 
 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
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 Οη εμηζώζεηο Euler: 
 Ιζρύνπλ γηα ηδεαηά ξεπζηά ζην πεδίν βαξύηεηαο ηεο γεο  

 Δίλαη κε γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο β’ βαζκνύ 

 Δθαξκόδνληαη κόλν ζηε κέζνδν αλάιπζεο θαηά Euler 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Σε παξάιιειε ξνή: 

 Οη γξακκέο ξνήο είλαη όιεο παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο 

 Η πίεζε θαηαλέκεηαη πδξνζηαηηθά πάλω ζε δηαηνκέο θάζεηεο πξνο ηε δηεύζπλζε 
ηεο ξνήο 

 Οη εμηζώζεηο Navier – Stokes απινηνύληαη 
 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 

 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 
 

 Η ξνή πξαγκαηηθνύ ξεπζηνύ κε ειεύζεξε επηθάλεηα ζε έλαλ αγσγό 

θιεηζηήο δηαηνκήο: 

 Δίλαη δπλαηό λα πξνζεγγηζηεί ωο θιεηζηό ζύζηεκα 

 Δίλαη πάληνηε δπλαηό λα πξνζεγγηζηεί ωο έξπνπζα 

 Δίλαη δπλαηό λα επηιπζεί κε ηηο εμηζώζεηο Euler 

 Ιζρύνπλ ΟΛΑ ηα παξαπάλω 
 ΓΔΝ ηζρύεη ΤΙΠΟΤΑ από ηα παξαπάλω 

 
4.4.2  Η εθαξκνγή αλαθέξεηαη ζην 4.2.2  
 

Οη ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο ελόο δηζδηάζηαηνπ πεδίνπ ηαρπηήηωλ  V u,v δίλνληαη 

από ηηο ζρέζεηο: 
2

o2

x
u V
2 L

 


 θαη o2

x y
v V

L


   , όπνπ L θαη Vo είλαη ζηαζεξά 

κεγέζε κήθνπο θαη ηαρύηεηαο αληηζηνίρωο. 
 

Να εμεηαζηεί εάλ ηθαλνπνηείηαη ε εμίζωζε ζπλερείαο. 
 

Υπνινγίδνπκε: o2

u x
V

x L


 


 θαη o2

v x
V

y L


  


 

(42)  
u v

0
x y

 
 

 
  ηθαλνπνηείηαη  

 
4.4.3  Η εθαξκνγή αλαθέξεηαη ζην 4.2.2  
 

Οη ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο ελόο δηζδηάζηαηνπ πεδίνπ ηαρπηήηωλ  V u,v δίλνληαη 

από ηηο ζρέζεηο: 
2u 4 x y y     θαη v 6 x y 3 x     . 

 

Να εμεηαζηεί εάλ νη παξαπάλω ηηκέο είλαη δπλαηέο γηα κόληκε ξνή αζπκπίεζηνπ ξεπζηνύ. 
 

Υπνινγίδνπκε: 
u
4 y

x


 


 θαη 

v
6 x

y


 


 

(42)  
u v

0
x y

 
 

 
  δελ ηθαλνπνηείηαη ε εμίζωζε ζπλερείαο  ε ξνή δελ είλαη δπλαηή   


