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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Οι αριθµητικοί τύποι ολοκλήρωσης είναι προσεγγιστικοί τύποι και χρησιµοποιούνται 
γενικά όταν δεν είναι δυνατή η ακριβής ολοκλήρωση µε αναλυτικές µεθόδους, 
πράγµα που ισχύει κατά κανόνα. Ακόµα και όταν ο ακριβής τύπος είναι γνωστός, 
µπορεί να είναι υπολογιστικά ακατάλληλος. Για παράδειγµα, στον τύπο 
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για την κάθε συνάρτηση που εµφανίζεται, ο Υπολογιστής χρησιµοποιεί κάποιο 
ανάπτυγµά της σε σειρά, µε ένα µεγάλο πεπερασµένο αριθµό όρων.  
Οι αριθµητικές µέθοδοι ολοκλήρωσης έχουν εφαρµογές στις συνήθεις και µερικές 
διαφορικές εξισώσεις, στις ολοκληρωτικές εξισώσεις, στον υπολογισµό πολλαπλών 
και επιφανειακών ολοκληρωµάτων κλπ. 
Στις µεθόδους αυτές, προσεγγίζουµε το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης µε το εύκολα 
υπολογίσιµο ολοκλήρωµα κάποιου πολυωνύµου παρεµβολής της (π.χ. Lagrange ή 
Hermite), είτε σε ολόκληρο το διάστηµα ολοκλήρωσης (απλοί τύποι), είτε κατά 
διαστήµατα (σύνθετοι τύποι). Εξετάζουµε τη σύγκλιση των τύπων αυτών όταν ο 
αριθµός των σηµείων, ή “κόµβων”, τείνει στο άπειρο, καθώς και την ταχύτητα 
σύγκλισης µέσω εκτιµήσεων σφάλµατος. Τέλος, η αναζήτηση µιας κατανοµής 
κόµβων µε βέλτιστη ακρίβεια µας οδηγεί στη µέθοδο ολοκλήρωσης Gauss, η οποία 
αποτελεί µια από τις πλέον αποτελεσµατικές και συχνά χρησιµοποιούµενες µεθόδους 
αριθµητικής ολοκλήρωσης. 
 
1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ LAGRANGE 
 
Α. ΑΠΛΟΙ ΤΥΠΟΙ – ΤΥΠΟΙ NEWTON-COTES 
Έστω  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ,  ( )  
διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία του ] , που καλούνται κόµβοι, και  το  
αντίστοιχο πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange. Θέτοντας : (

f ],[ ba nxx ,...,0 0n ≥ 1n +
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)iif f x= , έχουµε (βλ. 
Κεφ. 3, §1)  
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όπου , τα βασικά πολυώνυµα Lagrange και ( )  το σφάλµα 
παρεµβολής για κάθε 

, 0,...,il i n= ne x
x . Ολοκληρώνοντας τη σχέση αυτή, βρίσκουµε το γενικό τύπο 
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το αριθµητικό ολοκλήρωµα, και 
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το σφάλµα ολοκλήρωσης. 
Θα υποθέσουµε από εδώ και στο εξής ότι τα σηµεία  είναι ισαπέχοντα, µε 

, , , 
ix

hxx ii =− −1 ni ,...,1= ax =0 bxn = . Στην περίπτωση αυτή, οι αντίστοιχοι τύποι 
ολοκλήρωσης, για , καλούνται τύποι Newton-Cotes. Αποδεικνύεται τότε 
(µέσω ολοκλήρωσης κατά µέρη και ενός θεωρήµατος Μέσου Όρου για ολοκλήρωµα) 
ότι: 
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Τύπος Τραπεζίου (n=1). 
Για , ας υπολογίσουµε τους συντελεστές του τύπου ολοκλήρωσης και το 
σφάλµα ολοκλήρωσης. Έχουµε 
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άρα ο τύπος Τραπεζίου γράφεται 
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Τύπος Simpson (n=2). 
Για , υπολογίζουµε 2=n
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οπότε ο τύπος Simpson γράφεται 
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Τύπος των Τριών Ογδόων (n=3). 
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Παρόµοια, για , παίρνουµε τον τύπο των Τριών Ογδόων 3=n
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Ο τύπος Simpson έχει την ίδια τάξη σφάλµατος ( ) µε τον τύπο των Τριών Ογδόων, 
είναι όµως απλούστερος, γι’αυτό και προτιµάται στην πράξη. 

5h

 
B. ΣΥΝΘΕΤΟΙ ΤΥΠΟΙ ΤΡΑΠΕΖΙΟΥ ΚΑΙ SIMPSON 
Όπως και στην παρεµβολή, για να επιτύχουµε καλή προσέγγιση, η αριθµητική 
ολοκλήρωση εφαρµόζεται κατά τµήµατα. Προκύπτουν τότε οι σύνθετοι τύποι 
αριθµητικής ολοκλήρωσης. 
 
Σύνθετος Τύπος Τραπεζίου. 
Έστω 0 ,..., Mx x  1M +  ισαπέχοντα σηµεία, µε 1k kx x h−− = , 1,...,k M= , , ax =0

Mx b= . Εφαρµόζοντας σε κάθε διάστηµα 1[ ,k k ]x x− , 1,...,k M= , τον απλό τύπο 
Τραπεζίου, βρίσκουµε το σύνθετο τύπο Τραπεζίου 
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και την εκτίµηση σφάλµατος 
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Σύνθετος Τύπος Simpson. 
Έστω   ισαπέχοντα σηµεία, µε Nxx ,...,0 1+N MN 2= , hxx ii =− −1 , , 

, 
1,...,i N=

ax =0 Nx b= . Εφαρµόζοντας σε κάθε διάστηµα 2 2 2[ , ]k kx x− 1,...,k M, = , τον απλό 
τύπο Simpson, παίρνουµε το σύνθετο τύπο Simpson 
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και την εκτίµηση σφάλµατος 
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N     TI SI
4 2.918  2.478 
8 2.659  2.573 
16 2.6505  2.6477 
32 2.65135 2.651627 
64 2.65156 2.6516353 
128 2.651617 2.6516353 

 
Πίνακας 1 
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Παράδειγµα. Έστω το ολοκλήρωµα 

4

24 1
dxI
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Εφαρµόζοντας διαδοχικά τους σύνθετους τύπους Τραπεζίου και Simpson για 
, βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 1. 2 , 2,...,7iN i= =

 
Αλγόριθµος της µεθόδου Τραπεζίου. 

Ορίζουµε τη συνάρτηση  f
∆ιαβάζουµε τα Nba ,,  

Nabh /)( −=  
2/))()(( bfafT +=  

ax =  
Για 1  εκτελούµε µέχρι το 1 ,...,1 −= Ni

hxx +=  
1  )(xfTT +=

hTT =  
Εκτυπώνουµε το T  
Σταµατάµε 

 
Αλγόριθµος της µεθόδου Simpson. 

Ορίζουµε τη συνάρτηση  f
∆ιαβάζουµε τα  (ζυγό) Nba ,,
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Εκτυπώνουµε το  S
Σταµατάµε 

 90


	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
	ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ
	ΕΙΣΑΓΩΓΗ

