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Θεωρούµε ένα γραµµικό σύστηµα  m n× ,  µε  m n>

Av b= . 
Ένα τέτοιο σύστηµα λέγεται υπερορισµένο και είναι συνήθως αδύνατο (ειδικά όταν 
το  είναι πολύ µεγαλύτερο του n , m ). Γράφουµε τότε m n>>

Av b e v= + ( ) , 
όπου  το σφάλµα (ή υπόλοιπο) για κάθε e v( ) v n∈R . Το πρόβληµα που τίθεται είναι 
να ελαχιστοποιήσουµε, ως προς , κάποια νόρµα του διανύσµατος σφάλµατος , 
δηλαδή την “απόσταση” µεταξύ  και . Στη µέθοδο των Ελαχίστων 
Τετραγώνων, ελαχιστοποιούµε τη νόρµα 

v e v( )
Av b

Av b− 2 , ή ισοδύναµα, τη συνάρτηση 

 2 2

2 2
( ) ( )F v v Av bε= = − . 

Στις εφαρµογές (π.χ. στη µοντελοποίηση, ή προτυποποίηση), ο πίνακας  και το 
διάνυσµα  αντιστοιχούν συνήθως σε  µετρήσεις µεγεθών ενός φαινοµένου, το  
στις  παραµέτρους του µαθηµατικού µοντέλου (που υποθέτουµε εδώ γραµµικό), τις 
οποίες θέλουµε να εκτιµήσουµε, και το  στα σφάλµατα που οφείλονται στις 
µετρήσεις ή/και σε ενδεχόµενη µη γραµµικότητα του µοντέλου. Επειδή γίνονται 
πολλές µετρήσεις, έχουµε συνήθως .  
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Θεώρηµα 1. Υποθέτουµε ότι  και ότι οι στήλες του πίνακα  είναι γραµµικά 
ανεξάρτητες. Τότε υπάρχει µοναδικό διάνυσµα 

m n> A
v  που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση 

 στον F R n , το οποίο είναι η λύση του οµαλού συστήµατος n n×  
(1) A Av A bT T= . 
Επιπλέον, ο πίνακας  είναι συµµετρικός, και θετικά ορισµένος, δηλαδή ισχύει A AT

v A AvT T > 0 ,  για κάθε v ≠ 0 . 
Το διάνυσµα v  καλείται εκτίµηση µε τα ελάχιστα τετράγωνα και οι  εξισώσεις 
(1) καλούνται κανονικές εξισώσεις. 

n

Απόδειξη. Θέτουµε 
2

: ⋅=⋅ . Έχουµε προφανώς 

Av v Aj
j

j

n

=
=
∑

1
, 

όπου  η στήλη A j j  του πίνακα . Από την ανεξαρτησία των στηλών του  
προκύπτει άρα ότι 

A A

Av v= ⇒ =0 0     (ή ισοδύναµα  v Av≠ ⇒ ≠0 0). 
Εξάλλου, ο πίνακας  είναι προφανώς συµµετρικός και έχουµε A AT

A Av v A Av Av Av vT T T= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =0 0 02 0 , 
που δείχνουν ότι ο πίνακας  είναι οµαλός και θετικά ορισµένος. Τώρα, έχουµε A AT

Av b Au b A v u A v u− − − ≤ − ≤ −( ) , 
όπου A  η παραγόµενη φυσική νόρµα πίνακα, που δείχνει ότι η συνάρτηση , 
και άρα η , είναι συνεχής. Ας δείξουµε τώρα ότι  

F 1 2/

F
F v( ) → +∞ ,  όταν  v → +∞ . 

Έχουµε, θέτοντας u v v: /=  

[ ( )] /F v Av b v Au
b
v

v Au
b
v

1 2 = − = − ≥ − , 

 1



Έχουµε , αφού το  είναι µοναδιαίο, άρα u ≠ 0 u Au ≠ 0. Εποµένως, η συνεχής και 
αυστηρά θετική συνάρτηση u A→ u  παίρνει την ελάχιστή της τιµή Au > 0  σε ένα 
σηµείο u  του κλειστού και φραγµένου, άρα συµπαγούς, συνόλου (υπερσφαίρας) 

S u u: { }= = 1 . 
Επιπλέον, b v/ → 0 όταν v → +∞ . Συνεπώς, F v( ) → +∞  όταν v → +∞ . Έστω 
w n∈R . Υπάρχει άρα r > 0  τέτοιο ώστε 

v r F v F w> ⇒ >( ) ( ) . 
Εποµένως, η ελαχιστοποίηση της  στον F R n  ισοδυναµεί µε την ελαχιστοποίηση της 

 στο συµπαγές σύνολο (κλειστή µπάλα) F
B v v r: { }= ≤ , 

στο οποίο η συνεχής συνάρτηση  έχει τουλάχιστο ένα σηµείο ελαχίστου F v . Στο 
σηµείο αυτό, η  ικανοποιεί τις αναγκαίες συνθήκες  F

∇ =F v( ) 0 , 
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Οι εξισώσεις αυτές ισοδυναµούν µε το γραµµικό σύστηµα n n×  
A Av A bT T= , 

το οποίο έχει µια µοναδική λύση, αφού ο πίνακας  είναι οµαλός. Συνεπώς, το A AT v  
είναι το µοναδικό σηµείο ελαχίστου της . F

 
Το σύστηµα (1) µπορεί να λυθεί π.χ. µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss (συνήθως η 
διάσταση  δεν είναι πολύ µεγάλη). Θεωρητικά, µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα 
(1) ως προς 

n
v  µε αντιστροφή 

v A A AT T= −( ) 1 b
T

. 
Ο πίνακας  καλείται ψευδοαντίστροφος του  και ταυτίζεται µε τον 
αντίστροφο  του  στην περίπτωση όπου 

( )A A AT −1 A
1A− A m n= . 

 
Παράδειγµα. Έστω το γραµµικό µοντέλο, µε παραµέτρους α  και β  
 βα += xy , 
και µετρήσεις 
    και   . mxx ,...,1 myy ,...,1

Έχουµε εδώ 
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Εφαρµόζοντας τη µέθοδο των Ελαχίστων Τετραγώνων, βρίσκουµε
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