
5. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ 
 
Α. ΓΕΝΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ 
Έστω  ένα οµαλό γραµµικό σύστηµα bAx = nn× . Για να ορίσουµε µια 
επαναληπτική µέθοδο επίλυσης του συστήµατος αυτού, επιλέγουµε πρώτα δύο 
πίνακες  και Q P , όπου ο  είναι οµαλός και εύκολα αντιστρέψιµος, και γράφουµε 
τον πίνακα  σαν διαφορά των δύο πινάκων 

Q
A

 . PQA −=
Έχουµε τότε 
  bxPQAx =−= )( ,
άρα 
 . bQPxQx 11 −− +=
Θέτοντας  

PQC 1−=    και   ,  bQd 1−=
παίρνουµε το γραµµικό σύστηµα σε µορφή σταθερού σηµείου 
(1) . dCxx +=
Η λύση x  είναι εδώ σταθερό σηµείο του γραµµικού µετασχηµατισµού . 
Το σύστηµα (1) είναι προφανώς ισοδύναµο µε το αρχικό . Η µέθοδος 
Σταθερού Σηµείου που αντιστοιχεί στην επιλογή των πινάκων 

dCxy +=
bAx =

P  και  γράφεται 
τότε 

Q

(2) dCxx kk += −1 ,   ,    δεδοµένο,      ,...2,1=k 0x
και κατασκευάζει επαναληπτικά µια ακολουθία διανυσµάτων ) , ξεκινώντας από 
ένα αρχικό . Ο πίνακας C  καλείται πίνακας των επαναλήψεων  της µεθόδου. 

( kx

0x
 
Παρατήρηση. Αν η ακολουθία )  της µεθόδου συγκλίνει σε κάποιο διάνυσµα ( kx x , 
τότε, από τον ορισµό της µεθόδου, προκύπτει εύκολα ότι το x  είναι λύση του 
συστήµατος (άσκηση). 
 
Θεώρηµα 1. Η ακολουθία που παράγει η µέθοδος σταθερού σηµείου συγκλίνει στη 
µοναδική λύση x  του συστήµατος bAx = , για κάθε αρχικό , αν και µόνο αν nx R∈0

 . OC k

k
=

∞→
lim

Απόδειξη. Από τις (1) και (2), έχουµε 
 . )(...)()( 02

2
1 xxCxxCxxCxx k

kkk −==−=−=− −−

Αν τώρα , τότε, για κάποια νόρµα στον OC k → nR  και την αντίστοιχη φυσική 
νόρµα πίνακα, έχουµε 

00 →−≤− xxCxx k
k , 

που δείχνει ότι . xxk →

Αντίστροφα, αν  για κάθε , τότε θέτοντας διαδοχικά, για  xxk →
nx R∈0 nj ,...,1=

 ,   όπου , jexx +=0
T

jje )0,...,1,...,0,0(=
βλέπουµε ότι για κάθε  nj ,...,1=
 (στήλη ==− j

k
k eCxx j  του ) ,   όταν kC 0→ ∞→k . 

Εποµένως 
 0

1
→kC ,   δηλαδή   . OC k

k
=

∞→
lim
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Θεώρηµα 2. Αν υπάρχει νόρµα πίνακα τέτοια ώστε 
 1<C , 
τότε η ακολουθία )  που παράγει η µέθοδος σταθερού σηµείου συγκλίνει στο ( kx x , 
για κάθε αρχικό . 0

nx ∈R
Απόδειξη. Έχουµε προφανώς 
 1 1 ... 0kk k kC CC C C C− −= ≤ ≤ ≤ →

1

, 
και το θεώρηµα προκύπτει από το Θεώρηµα 1. 
 
Θεώρηµα 3. Η ακολουθία που παράγει η µέθοδος σταθερού σηµείου συγκλίνει στη 
λύση  του συστήµατος , για κάθε αρχικό διάνυσµα , αν και µόνο αν bAx = nx R∈0

 )( <Cρ , 
ή, ισοδύναµα, υπάρχει φυσική νόρµα πίνακα τέτοια ώστε 1<C . 
Απόδειξη. Αν η ακολουθία  συγκλίνει, τότε έχουµε από το Θεώρηµα 1 )( kx

 OC k

k
=

∞→
lim , 

για κάποια φυσική νόρµα. Για κάθε ιδιοτιµή iλ  και αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα , µε iy
1=iy , του , έχουµε C

 0max
1

→==≥=
=

k
ii

k
ii

kk

y

k yyCyCC λλ ,   όταν ∞→k , 

άρα 1<iλ , για ni ,...,1= , και 1)( <Cρ . 
Αντίστροφα, αν 1)( <Cρ , από το Θεώρηµα 5, §4, υπάρχει φυσική νόρµα τέτοια ώστε 
 1)( <≤ CCρ , 
και από το Θεώρηµα 3 η µέθοδος συγκλίνει. 
 
Θεώρηµα 4 (Εκτιµήσεις σφάλµατος). Αν 1<C  για µια φυσική (ή συµβατή) νόρµα 
πίνακα, τότε ισχύουν οι εκτιµήσεις σφάλµατος 
(α) xxCxx k

k −≤− 0 ,        

(β) kkk xx
C

C
xx −

−
≤− −11

,        

(γ) 101
xx

C
C

xx
k

k −
−

≤− .        

Απόδειξη. Η εκτίµηση (α) έχει ήδη αποδειχθεί στο Θεώρηµα 1. Για τη (β), έχουµε 
 xxxxxx kkkk −+−≤− −− 11 xxCxx kkk −+−≤ −− 11 , 

 kkk xx
C

xx −
−

≤− −− 11 1
1 , 

 kkkk xx
C

C
xxCxx −

−
≤−≤− −− 11 1

. 

Η εκτίµηση (γ) προκύπτει άµεσα από τη (β) και την ανισότητα 
 121 −−− −≤− kkkk xxCxx . 
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Η εκτίµηση (α) έχει θεωρητικό µόνο ενδιαφέρον αφού χρησιµοποιεί την άγνωστη 
ακριβή λύση x . Οι εκτιµήσεις σφάλµατος (α) και (γ) δεν προϋποθέτουν τον 
υπολογισµό του  και γι’αυτό λέγονται εκ των πρότερων (a priori) εκτιµήσεις. Η εκ 
των υστέρων (a posteriori) εκτίµηση (β) προϋποθέτει τον υπολογισµό αυτό, αλλά είναι 
ισχυρότερη της (γ) (γιατί;). Η εκτίµηση (α) δείχνει ότι, για δεδοµένη νόρµα στον 

kx

nR , 
µε την παραγόµενη φυσική νόρµα πίνακα, και εφ’όσον ισχύει 1<C , όσο µικρότερη 

η νόρµα C , τόσο ταχύτερη σχετικά µε τη νόρµα αυτή είναι η µέθοδος. Επιπλέον, η 
εκτίµηση (α) σε συνδυασµό µε την ιδιότητα της φασµατικής ακτίνας (Θεώρηµα 5, §4) 
 AA

ϕυσικη
ρ

⋅
= inf)( , 

δείχνουν ότι, αν η µέθοδος συγκλίνει, δηλαδή αν 1)( <Cρ , τότε όσο µικρότερη η 
φασµατική ακτίνα τόσο απόλυτα ταχύτερη είναι η µέθοδος, µε την έννοια ότι έχει το 
µικρότερο κάτω φράγµα σταθερών C  στην εκτίµηση σφάλµατος (α). Η φασµατική 
ακτίνα αποτελεί έτσι ένα µέτρο της απόλυτης ταχύτητας σύγκλισης της συγκεκριµένης 
µεθόδου. 
 
Β. ΜΕΘΟ∆ΟΣ JACOBI 
Στη µέθοδο Jacobi, επιλέγουµε τους πίνακες 

  ,   
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και υποθέτουµε ότι  για 0≠iia ni ,...,1= . Έχουµε εδώ 
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και η µέθοδος γράφεται 
 dCxx kk += −1 . 
Θέτοντας , οι επαναληπτικές εξισώσεις κατά συνιστώσα είναι 1( ,..., )T

k k nkx x x=

 , 1
,

1 ( )ik i ij j k
j j iii

x b a x
a −

≠

= − ∑ ,   ni ,...,1= . 

 
Θεώρηµα 5. Αν ο πίνακας  έχει διαγώνια κυριαρχία (κατά γραµµή), δηλ. ισχύει A

 
,

ii ij
j j i

a a
≠

> ∑  ,   , ni ,...,1=

τότε η µέθοδος Jacobi συγκλίνει για κάθε αρχικό διάνυσµα . 0x
Απόδειξη. Αν ο πίνακας  έχει διαγώνια κυριαρχία κατά γραµµή, τότε  A
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,

max 1ij

i j j i ii

a
C

a ∞
≠

= <∑ , 

και το θεώρηµα προκύπτει από το Θεώρηµα 2.      
 
Θεώρηµα 6. Αν ο πίνακας  ικανοποιεί την ανισότητα A

 
,

max 1ij

j i i j ii

a
a≠

<∑ , 

τότε η µέθοδος Jacobi συγκλίνει για κάθε αρχικό διάνυσµα . 0x
Απόδειξη.  Η παραπάνω ανισότητα ισοδυναµεί µε  
 1

1
<C . 

 
Σηµειωτέον ότι η ανισότητα του Θεωρήµατος 6 δεν σηµαίνει ότι ο πίνακας  έχει 
διαγώνια κυριαρχία κατά στήλη. Μπορεί όµως να αποδειχθεί ότι η διαγώνια 
κυριαρχία κατά στήλη εξασφαλίζει τη σύγκλιση της µεθόδου. 

A

  
Παράδειγµα. Έστω το σύστηµα 
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το οποίο έχει διαγώνια κυριαρχία. Έχουµε εδώ  
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και τις επαναληπτικές εξισώσεις 

 )1(
4
1

1,31,21 −− ++= kkk xxx , 

 )2(
4
1

1,41,12 −− ++= kkk xxx , 

 )(
4
1

1,41,13 −− += kkk xxx , 

 4 2, 1 3
1 (1 ).
4k kx x x− −= + + , 1k  

 
k         1x 2x 3x 4x

 ________________________________________________ 
 0 0.25  0.5  0.  0.25 
 1 0.375  0.625  0.125  0.375 
 2 0.4375  0.6875  0.1875  0.4375 
 3 0.4687  0.7187  0.2187  0.4687 
 4 0.4844  0.7344  0.2344  0.4844 
 

Πίνακας 1 
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Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Jacobi µε αρχικό διάνυσµα , 
βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 1. Η ακριβής λύση του συστήµατος είναι 

. Βρίσκουµε εδώ την εκτίµηση σφάλµατος 

Tx )25.0,0,5.0,25.0(0 =

(0.5, 0.75, 0.25, 0.5)Tx =

 0157.00157.0
5.01

5.0
1 434 =

−
=−

−
≤−

∞
∞

∞
∞

xx
C

C
xx . 

 
Αλγόριθµος. 

∆ιαβάζουµε τα ,,,,, εxbAn N (µεγάλος αριθµός ασφαλείας) 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΝΟΡΜΑΣ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ C 

,

1max iji j j iii

C a
a∞

≠

= ∑  

 ΕΠΑΝΑΛΗΨΕΙΣ 
Για  εκτελούµε µέχρι το 1 Nk ,...,1=

 xy =  
  Για  εκτελούµε µέχρι το 2 ni ,...,1=

2  
,

( )i i ij j
j j i

/ iix b a y
≠

= − ∑ a  

 
∞

∞

∞ −
−

= yx
C

C
e

1
   (φράγµα σφάλµατος) 

 Εκτυπώνουµε τα exk ,,  
1 Αν ε≤e , σταµατάµε 
 Εκτυπώνουµε “Όριο επαναλήψεων” και σταµατάµε 
 
Γ. ΜΕΘΟ∆ΟΣ GAUSS-SEIDEL 
Στη µέθοδο Gauss-Seidel, επιλέγουµε τους πίνακες 
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και υποθέτουµε ότι  για 0≠iia ni ,...,1= . Επειδή ο πίνακας  δεν είναι άµεσα 
αντιστρέψιµος, γράφουµε εδώ την επαναληπτική µέθοδο στη µορφή 

Q

 , bPxQx kk += −1

που αποτελεί ένα γραµµικό σύστηµα ως προς , µε οµαλό κάτω-τριγωνικό πίνακα 
. Το σύστηµα αυτό µπορεί άρα να λυθεί µε εµπρός-αντικατάσταση 

kx
Q

 )(1
1

1,

1

1
, ∑∑

+=
−

−

=

−−=
n

ij
kjij

i

j
kjiji

ii
ik xaxab

a
x ,   ni ,...,1= . 

 
Θεώρηµα 7. Αν ο πίνακας  έχει διαγώνια κυριαρχία, τότε ο πίνακας  των 
επαναλήψεων της µεθόδου Gauss-Seidel ικανοποιεί 

A PQC 1−=

 1<≤
∞∞ JCC , 
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όπου  ο πίνακας της µεθόδου Jacobi, και άρα (Θεώρηµα 2) η µέθοδος Gauss-
Seidel συγκλίνει για κάθε αρχικό διάνυσµα . Επιπλέον, ισχύει η εκτίµηση 
σφάλµατος 

JC

0x

 
∞

−
−

≤− −

∞

∞
∞ kk

J

J
k xx

C
C

xx 11
. 

Απόδειξη. Από τη διαγώνια κυριαρχία του , έχουµε A

 
,

max 1
n

ij
Ji j j i ii

a
C

a ∞
≠

= <∑ . 

Θέτοντας, για , µε nu R∈ 1=
∞

u  

 , CuPuQv == −1

παίρνουµε 

 
, ,

ij ij
i j

j j i j j iii ii

a a
v v

a a< >

= − −∑ ∑ ju . 

Θα δείξουµε πρώτα επαγωγικά ότι 
 

∞
≤ Ji Cv ,   για . ni ,...,1=

Για , έχουµε 1=i

 1 1
1

, 1 , 111 11

j j
j J

j j j j

a a
v u u

a a∞ ∞
> >

≤ ≤ ≤∑ ∑ C . 

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει 1≤≤
∞Jj Cv , για 1,..., 1j i= − . Τότε 

  
, , , ,

(max )ij ij ij ij
i j j jjj j i j j i j j i j j iii ii ii ii

a a a
v v u v u

a a a ∞
< > <

≤ + ≤ +∑ ∑ ∑ ∑
a
a>

 

 
,

ij
J

j j i ii

a
C

a ∞
≠

≤ ≤∑ . 

Εποµένως 
 

∞∞∞
≤= JCCuv , 

για κάθε , µε nu R∈ 1=
∞

u , και άρα 

 1max
1

<≤=
∞∞=∞

∞
Ju

CCuC . 

Συνεπώς η µέθοδος Gauss-Seidel συγκλίνει. 
Τέλος, από το Θεώρηµα 4 έχουµε 

 
∞∞

−
−

≤−
−

≤− −

∞

∞
−

∞

∞
∞ kk

J

J
kkk xx

C
C

xx
C

C
xx 11 11

. 

 
Παρατηρήσεις.  
1. Όταν ο πίνακας A  έχει διαγώνια κυριαρχία, η πρώτη ανισότητα του Θεωρήµατος 5 
δείχνει ότι η µέθοδος Gauss-Seidel έχει µεγαλύτερη ταχύτητα σύγκλισης, ως προς τη 
νόρµα 

∞
⋅ , από τη µέθοδο Jacobi, αφού έχουµε 

 
∞∞∞

−≤− xxCxx k
k 0 ,   για τη Gauss-Seidel, 

και 

∞∞∞
−≤− xxCxx k

JJk 0 ,   για τη Jacobi. 

 51



Η δε χρήσιµη εκτίµηση σφάλµατος του Θεωρήµατος 7 µας επιτρέπει να αποφύγουµε 
τον υπολογισµό του πίνακα , δηλαδή την αντιστροφή του . Εδώ, ο όρος C Q

∞− − kk xx 1  είναι αποτέλεσµα της ταχύτερης σύγκλισης της µεθόδου Gauss-Seidel 
(µετά από όλες τις προηγούµενες επαναλήψεις), µε ένα µικρό συµβιβασµό στην 
τελευταία επανάληψη ως προς το συντελεστή του, στον οποίο έχει αντικατασταθεί ο 
κανονικός πίνακας C  της µεθόδου Gauss-Seidel µε τον . JC
2. Η απόδειξη του Θεωρήµατος 7 δείχνει ότι, αν αντικατασταθεί η υπόθεση της 
αυστηρής διαγώνιας κυριαρχίας του  µε τις ασθενέστερες A
 11 1

, 1
j

j j

a a
>

> ∑ , 

 
,

ii ij
j j i

a a
≠

≥ ∑ ,   , ni ,...,2=

 
,

0ij
j j i

a
<

≠∑ ,   , ni ,...,2=

(η τελευταία συνθήκη δεν είναι απαραίτητη αν ο  είναι συµµετρικός), τότε A
 1<

∞
C    και   1≤≤

∞∞ JCC , 
και η µέθοδος Gauss-Seidel πάλι συγκλίνει, αλλά αν υπάρχει έστω και µια ισότητα 
στις παραπάνω ανισότητες, τότε 1=

∞JC  και η εκτίµηση σφάλµατος του 
Θεωρήµατος 7 δεν έχει νόηµα. 
 
Παράδειγµα. Έστω το σύστηµα του πιο πάνω παραδείγµατος της µεθόδου Jacobi, το 
οποίο έχει διαγώνια κυριαρχία. Οι επαναληπτικές εξισώσεις της µεθόδου Gauss-
Seidel γράφονται εδώ 

 )1(
4
1

1,31,21 −− ++= kkk xxx , 

 )2(
4
1

1,4,12 −++= kkk xxx , 

 )(
4
1

1,4,13 −+= kkk xxx , 

 )1(
4
1

,3,24 kkk xxx ++= . 

 
k         1x 2x 3x 4x

 ________________________________________________ 
 0 0.25  0.5  0.  0.25 
 1 0.375  0.62525 0.15625 0.45312 
 2 0.45312 0.72656 0.22656 0.48828 
 3 0.48828 0.74414 0.24414 0.49707 
 4 0.49707 0.74853 0.24853 0.49927 
 

Πίνακας 2 
 
Παρατηρούµε ότι σε κάθε εξίσωση  χρησιµοποιούµε τις ανανεωµένες (δείκτης ) 
συνιστώσες 

i k
j , για ij < , από τις προηγούµενες εξισώσεις, και τις παλιές (δείκτης 

) συνιστώσες για 1−k ij > . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Gauss-Seidel µε αρχικό 
διάνυσµα , βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 2. Η 0 (0.25, 0.5, 0, 0.25)Tx =
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ακριβής λύση του συστήµατος είναι . Βρίσκουµε εδώ την 
εκτίµηση σφάλµατος 

Tx )5.0,25.0,75.0,5.0(=

 0088.00088.0
5.01

5.0
1 434 =

−
=−

−
≤−

∞
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∞
∞

xx
C

C
xx

J

J . 

 
Αλγόριθµος. 
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 Εκτυπώνουµε τα exk ,,  
1 Αν ε≤e , σταµατάµε 

Εκτυπώνουµε “Όριο επαναλήψεων” και σταµατάµε 
 
∆. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΧΑΛΑΡΩΣΗΣ 
Η µέθοδος της Χαλάρωσης (relaxation) είναι ένας τρόπος επιτάχυνσης της 
σύγκλισης µιας δεδοµένης επαναληπτικής µεθόδου (που θα καλούµε εδώ αρχική) 
επίλυσης ενός γραµµικού συστήµατος bAx = . Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια αρχική 
επαναληπτική µέθοδο µε πίνακες P  και Q  
 , PQA −=
όπου ο  είναι εύκολα αντιστρέψιµος. Στη µέθοδο της Χαλάρωσης, ορίζουµε δύο 
πίνακες  και , που εξαρτώνται από µια παράµετρο 

Q

αP αQ R∈α , τέτοιους ώστε 
 . αα PQA −=
Συγκεκριµένα, θέτουµε 
 QQ )1( αα += , 
και 
 PQPQQAQP +=−−=−= αααα )( . 
Η αντίστοιχη επαναληπτική µέθοδος είναι 
 ,    δεδοµένο, bxPxQ kk += −1αα 0x
δηλαδή 
 bxPQQx kk ++=+ −1)()1( αα , 
ή ισοδύναµα, αποφεύγοντας έτσι τον πολλαπλασιασµό µε Q  στο δεύτερο µέλος 
 , bPxQy kk += −1

 kkk yxx
αα

α
+

+
+

= − 1
1

1 1 . 
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Π.χ. για τη µέθοδο Jacobi, η πρώτη εξίσωση λύνεται άµεσα ως προς , και για τη 
µέθοδο Gauss-Seidel, µε εµπρός-αντικατάσταση. Παρατηρούµε ότι, για 

ky
0=α , 

παίρνουµε την αρχική µέθοδο. Ας υποθέσουµε τώρα ότι η επαναληπτική µέθοδος 
συγκλίνει. Ο σκοπός είναι να επιλέξουµε την παράµετρο α  έτσι ώστε η παραπάνω 
µέθοδος να έχει τη µεγαλύτερη εφικτή ταχύτητα σύγκλισης. Η µέθοδος της 
Χαλάρωσης γράφεται 
 , ααααα dxCbQxPQx kkk +=+= −

−
−

−
1

1
1

1

και συγκλίνει αν και µόνο αν η φασµατική ακτίνα του  ικανοποιεί αC 1)( <αρ C . 
Όπως έχει δειχθεί στην §4 (εκτίµηση σφάλµατος), για δεδοµένη νόρµα στον nR  και 
την παραγόµενη φυσική νόρµα πίνακα, µε 1<αC , η σχετική µε τη νόρµα αυτή 

ταχύτητα σύγκλισης καθορίζεται από το πόσο µικρή είναι η νόρµα αC , και η 
απόλυτη ταχύτητα της µεθόδου από το πόσο µικρή είναι η φασµατική ακτίνα )( αρ C . 
Η µέγιστη σχετική (αντ. απόλυτη) ταχύτητα επιτυγχάνεται άρα για ένα 'α  (αντ. α *) 
που ελαχιστοποιεί, ως προς α , το αC  (αντ. )( αρ C ). Εκτός από ορισµένες 
περιπτώσεις όπου ένα τέτοιο 'α  ή α * µπορεί να υπολογισθεί ακριβώς, συνήθως 
προσπαθούµε να εκτιµήσουµε το 'α  (ή, αν είναι δυνατό, το α *). Για το σκοπό αυτό, 
επιλέγουµε πρώτα µια νόρµα τέτοια ώστε 10 <= CC  για την αρχική µέθοδο (π.χ. 

τη νόρµα 
∞

⋅  για τις µεθόδους Jacobi και Gauss-Seidel, αν ο πίνακας έχει διαγώνια 
κυριαρχία). Επειδή η σύγκλιση δεν εξαρτάται από το , δοκιµάζουµε τη µέθοδο µε 

 (οπότε το σύστηµα  έχει τη µοναδική λύση 
b

0=b 0=Ax 0=x ), για διάφορες τιµές 
του α  γύρω από το 0, µε ,  µικρό, επαναλήψεις και επιλέγουµε το N N α  που δίνει 
τη µικρότερη νόρµα )(αNx . Σηµειωτέον ότι, αν ο  είναι συµµετρικός, τότε αC

 
2

)( ααρ CC = , 

οπότε η παραπάνω εκτίµηση µε τη νόρµα 
2

⋅  είναι και η εκτίµηση του α * 2'α=  
(π.χ. αν ο  είναι συµµετρικός και οι πίνακες  είναι οι πίνακες της µεθόδου 
Jacobi). 

A QP,
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