
  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ  ΚΑΙ  ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Στο πρώτο µέρος αυτού του κεφαλαίου (§§1-3) µελετάµε το πρόβληµα της 
παρεµβολής µιας δεδοµένης συνάρτησης, ορισµένης σε ένα διάστηµα , σε 
σηµεία  του [  µε συναρτήσεις 

[ , ]a b

nxx ,...,0 , ]a b np  ειδικής µορφής (π.χ. πολυώνυµα, κατά 
τµήµατα πολυωνυµικές συναρτήσεις). Βασικός σκοπός της παρεµβολής είναι η 
προσέγγιση της συνάρτησης  και η αντικατάστασή της µε µια συνάρτηση 
παρεµβολής  πάνω στην οποία οι πράξεις (π.χ. τιµή σε ένα σηµείο, παραγώγιση, 
ολοκλήρωση κλπ.) απλουστεύονται. Θέµατα που θα µας απασχολήσουν είναι: 

f

np

- Προσεγγιστικές ιδιότητες της np , για  σταθερό, δηλ. εκτιµήσεις του σφάλµατος n

nf p− , 
- Ασυµπτωτικές ιδιότητες της np , δηλ. σύγκλιση ή µη της np  στην f  όταν . n →∞
Σηµειωτέον ότι η παρεµβολή χρησιµοποιείται συχνά σαν µέθοδος των 
“απροσδιορίστων συντελεστών” για τον υπολογισµό των συντελεστών διαφόρων 
µοντέλων στην Αριθµητική Ανάλυση (π.χ. µέθοδοι διαφορικών εξισώσεων). 
Το δεύτερο µέρος του κεφαλαίου (§§ 4,5) αποτελεί µια εισαγωγή στην ευρεία 
περιοχή της θεωρίας προσέγγισης συναρτήσεων χωρίς παρεµβολικές δεσµεύσεις. 
Στην §4, µελετάµε τη σηµαντική για τις εφαρµογές µέθοδο προσέγγισης µε τα 
ελάχιστα τετράγωνα, η οποία µας οδηγεί µε φυσικό τρόπο στα ορθογώνια πολυώνυµα 
και στις συναρτήσεις Fourier. Τέλος, στην §5 δίνουµε το γενικό θεώρηµα Weierstrass 
προσέγγισης συνεχών συναρτήσεων µε πολυώνυµα. 
 
1. ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ LAGRANGE 
 
Έστω [  ένα διάστηµα. Θα χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω συµβολισµό: , ]a b

: [ ,n n a bΠ = Π ]  = διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων βαθµού n≤  µε πραγµατι- 
κούς συντελεστές στο [ , , ]a b

[ , ]C a b  =  χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο [ , , ]a b
[ , ]mC a b  (αντ. ) = χώρος των συναρτήσεων µε συνεχείς παραγώγους τάξης [ , ]C a b∞

m≤  (αντ. όλων των τάξεων) στο  που επεκτείνονται συνεχώς στο [ , ( , )a b , ]a b
[ , ]B a b  = χώρος των φραγµένων συναρτήσεων στο [ . , ]a b

[ , ]
: sup ( )

x a b
f f x

∞
∈

=  = νόρµα supremum στο [  που ορίζεται στο χώρο , ]a b [ , ]B a b  και 

 άρα σε όλους τους παραπάνω χώρους. 
Ειδικά, αν [ , ]f C a b∈ , τότε βέβαια ισχύει 
 

[ , ]
: max ( ) .

x a b
f f x

∞ ∈
=  

Εύκολα επαληθεύεται ότι οι δύο παραπάνω εκφράσεις όντως ορίζουν νόρµες. 
Έστω τώρα  µια συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα ,  ένας ακέραιος, 
και   διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία του ] . Ζητούµε ένα 

f ],[ ba 0n ≥

nxx ,...,0 1+n ,[ ba
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πολυώνυµο ],[ bap nn Π∈  που παρεµβάλλει την  στα σηµεία , δηλαδή 
που παίρνει τις ίδιες τιµές µε την  στα σηµεία αυτά (βλ. Σχήµα 1) 

f nxx ,...,0

f
(1) ( ) ( )n i ip x f x= ,   . ni ,...,0=
Εξετάζουµε πρώτα την ύπαρξη και τη µοναδικότητα του πολυωνύµου παρεµβολής 
και µετά το σφάλµα παρεµβολής. 
 
 
 
 
 
 
            f 
       p 
 
      |                   | 
     a         ix       b  

 
Σχήµα 1 

 
Θεώρηµα 1 (Ύπαρξη και µοναδικότητα). Υπάρχει ένα µοναδικό πολυώνυµο 

 που παρεµβάλλει την  στα σηµεία . To  δίνεται από τον τύπο np ∈Πn

i

f nxx ,...,0 np

(2α) 
0

( ) : ( ) ( )
n

n i
i

p x l x f
=

= ∑ x , 

όπου 

(2β) 0 1 1

0 1 1

( )...( )( )...( )( ) :
( )...( )( )...( )

i i
i

i i i i i i

n

n

x x x x x x x xl x
x x x x x x x x

− +

− +

− − − −
=

− − − −
n,...,0,   i = , 

για , και 1n ≥
(2γ) 0 0( ) ( ),p x f x=   για  0.n =
Το πολυώνυµο  καλείται πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange της  στα σηµεία 

 και τα πολυώνυµα  l
np f

nxx ,...,0 ni , βασικά πολυώνυµα Lagrange. i ,...,0, =
Απόδειξη. Είναι φανερό ότι το πολυώνυµο  παρεµβάλλει την  στα σηµεία 

, αφού το κάθε πολυώνυµο  παίρνει την τιµή 1 στο σηµείο  και 
µηδενίζεται στα σηµεία , για 

np f

nxx ,...,0 il ix

jx ij ≠ . 
Για να δείξουµε ότι το  είναι µοναδικό, έστω  τυχόν πολυώνυµο που 
παρεµβάλλει την  στα σηµεία . Τότε το πολυώνυµο 

np q
f nxx ,...,0 qpn −  είναι βαθµού 

το πολύ  και έχει τουλάχιστο τις n 1+n  ρίζες . Συνεπώς  και το 
 είναι µοναδικό. 

nxx ,...,0 0≡− qpn

np
 
Θεώρηµα 2 (Σφάλµα παρεµβολής σε ένα σηµείο). Αν ] , τότε το σφάλµα 
παρεµβολής σε ένα σταθερό σηµείο ]

,[1 baCf n+∈
,[ bax∈  δίνεται από τον τύπο 

(3) ∏
=

+

−
+

=−=
n

i
i

n

nn xx
n

xfxpxfxe
0

1

)(
)!1(

))(()()(:)( ξ ,   για κάποιο ),()( bax ∈ξ . 
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Απόδειξη. Για ],[ bax∈  σταθερό και διάφορο του κάθε , ορίζουµε τη βοηθητική 
συνάρτηση του  

ix
t

0

0

( )
( ) : ( ) ( ) [ ( ) ( )]

( )

n

i
i

n n n

i
i

t x
F t f t p t f x p x

x x

=

=

−
= − − −

−

∏

∏
. 

Η  έχει τουλάχιστο τις  ρίζες . Από το Θεώρηµα Rolle προκύπτει 
άµεσα ότι η  έχει τουλάχιστο 

F 2+n xxx n ,,...,0

'F 1+n  ρίζες στο ) , µετά ότι η '  έχει 
τουλάχιστο  ρίζες, κ.ο.κ. Καταλήγουµε έτσι στην ύπαρξη ενός 

,( ba 'F
n ),()( bax ∈ξ  τέτοιου 

ώστε 
0))(()1( =+ xF n ξ . 

Το θεώρηµα έπεται τότε αν παρατηρήσουµε ότι 
( 1) 0n
np + ≡ , 

αφού , και ότι nnp Π∈

)!1()()]([
0

)1(1)1(∏
=

+++ +==−
n

i

nnn
i ntxt . 

 
Θεώρηµα 3. Αν τα σηµεία , 0,...,ix i n=  είναι ισαπέχοντα, µε 0 , nx a x b= = , τότε  

(4) 
1

0

!( )
4

nn

i
i

n b ax x
n

.
+

=

−⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏  

Αν επιπλέον ] , τότε ισχύει η εκτίµηση του µεγίστου, σε απόλυτη τιµή, 
σφάλµατος παρεµβολής 

,[1 baCf n+∈

(5) 
1

( 1)1
4( 1)

n
n

n
b af p f

n n

+
+

∞ ∞

−⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
.  

Απόδειξη. Εύκολα βλέπουµε (άσκηση) ότι τα σηµεία µεγίστου της (συµµετρικής ως 

προς ( ) )) συνάρτησης /a b+ 2
0

(
n

i
i

)x x
=

−∏  βρίσκονται αναγκαστικά στα διαστήµατα 

0 1[ , ]x x  και 1[ ,n n ]x x− . Θέτοντας : ( ) /h b a n= − , έχουµε εποµένως 

 
0 1

0 1 2[ , ]0

( ) [ max ( )]
n

i nx x xi
x x x x x x x x x

∈
=

− ≤ − − − ⋅⋅⋅ −∏ x  

 
2 2

2
!2 3

4 4

n

n
h hx x x x h h nh

1

.
4

n h +

= − ⋅⋅⋅ − ≤ ⋅ ⋅⋅ ⋅ =  

Η εκτίµηση (5) προκύπτει άµεσα από τις (3) και (4).  
 
Η (5) δίνει µια αρκετά ικανοποιητική εκτίµηση του µεγίστου σφάλµατος και 

αποφεύγει τον ακριβή υπολογισµό του µεγίστου της συνάρτησης 
0

(
n

i
i

)x x
=

−∏ , που 

είναι αδύνατος για . 5n ≥
 
Παράδειγµα. Έστω η συνάρτηση ( ) : sinf x x=  και τα σηµεία παρεµβολής 
  0 1 20, 1, 2.x x x= = =
Το πολυώνυµο παρεµβολής της f  είναι 
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 2
( 1)( 2) ( 0)( 2) ( 0)( 1)( ) sin 0 sin1 sin 2.
(0 1)(0 2) (1 0)(1 2) (2 0)(2 1)
x x x x x xp x − − − − − −

= + +
− − − − − −

 

Ας εκτιµήσουµε το µέγιστο σφάλµα παρεµβολής στο διάστηµα [ . Έχουµε  
και 

0, 2] 2n =

 
(3)

2

( ( ))
( ) ( ) ( 1)( 2)

3!
f x

f x p x x x x
ξ

− = − −  

 3 2 3 21 1cos( ( )) 3 2 3 2 .
6 6

x x x x x x xξ= − − + ≤ − +  

Η συνάρτηση 3 2( ) : 3 2g x x x x= − +  παίρνει τη µέγιστή της τιµή 2 3 / 9  στα δύο 

σηµεία  ' 1 3 / 3, '' 1 3 / 3x x= − = + , οπότε παίρνουµε την εκτίµηση σφάλµατος 
 2 2 3 / 27 0.06415.f p

∞
− ≤ ≈  

Εξάλλου, η εκτίµηση (5) δίνει 

 
3

2
1 2 0 1 0.083333.

4 3 2 12
f p

∞

−⎛ ⎞− ≤ = ≈⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠
 

 
Αναφέρουµε εδώ το ακόλουθο αξιοσηµείωτο Θεώρηµα Faber, το οποίο δείχνει ότι, 
για ένα άπειρο πλήθος συνεχών συναρτήσεων f , όταν ο αριθµός  των σηµείων 
παρεµβολής τείνει στο άπειρο, η ακολουθία των πολυωνύµων παρεµβολής ( )

n

np  της 
συνάρτησης f  δεν συγκλίνει στην f  (βλ. Ε.Α.Α., Κεφ. ΙΙ). 
 
Θεώρηµα 4 (Faber). Έστω οποιοδήποτε τριγωνικό σύστηµα παρεµβολής, δηλαδή 
για κάθε  µια επιλογή 0,1, 2,...n = 1n +  διαφορετικών µεταξύ τους σηµείων 
παρεµβολής , 0,...,nix i n= . Τότε υπάρχει άπειρο υποσύνολο  του , µάλιστα 
πυκνό στο , τέτοιο ώστε, για κάθε 

F [ , ]C a b
[ , ]C a b f F∈  να ισχύει 

 limsup : lim(sup ) ,n k
n n k n

f p f p
∞ ∞

→∞ →∞ ≥
− = − = +∞  

ή ισοδύναµα 
 lim ,

jnj
f p

→∞ ∞
− = +∞ )   για κάποια υπακολουθία (

jnp  της ( )n .p  

 
Παράδειγµα απόκλισης Runge (βλ. Ε.Α.Α., Κεφ. ΙΙ). Έστω η συνάρτηση 

 2

1( ) ,
1 25

f x
x

=
+

 

(που ανήκει µάλιστα στον ( ) ) και για κάθε , τα C∞ R n 1n +  ισαπέχοντα σηµεία 
παρεµβολής του διαστήµατος [  1,1]−

 2: 1 , 0,..., .ni
ix i n

n
= − + =  

Έστω  το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange της np ∈Πn f  στα σηµεία nix . Τότε 
υπάρχει [ 1,1]x ∈ −  τέτοιο ώστε 
 lim ( ) ( ) .

n
n

f x p x
µονο
→∞

− = +∞  

 
Μπορούµε όµως να επιτύχουµε τη σύγκλιση της συνάρτησης παρεµβολής 
εφαρµόζοντας την παρεµβολή Lagrange κατά τµήµατα. Συγκεκριµένα, διαιρούµε το 
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διάστηµα  σε ],[ ba M  υποδιαστήµατα , 1,...,kI k M= , µήκους M
kh , µε 

 όταν , και στο κάθε : : maxM M
kk

h h h= = → 0 M →∞ kI  επιλέγουµε  (µε  µικρό 

και σταθερό) διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία 

1+n n

, 0,...,M
nkix i = n . Έστω τώρα η 

µοναδική (όχι απαραιτήτως συνεχής) συνάρτηση M
np  η οποία, σε κάθε διάστηµα kI  

(ενδεχοµένως ανοικτό σε ένα άκρο) ορίζεται σαν το πολυώνυµο παρεµβολής 
Lagrange βαθµού  της n≤ f  στα σηµεία , 0,...,M

nkix i n= . Η M
np  καλείται κατά 

τµήµατα πολυωνυµική (βαθµού n≤ ) συνάρτηση παρεµβολής της f στα σηµεία 
, 0,...,M

nkix i n= .  
 
Λήµµα 1. Τα βασικά πολυώνυµα Lagrange , 0,...,il i n= , ικανοποιούν τη σχέση 

  
0

1.
n

i
i

l
=

≡∑
Απόδειξη. Έστω η συνάρτηση 1q ≡ . Το πολυώνυµο :n ip l=∑  (βαθµού ) είναι το 
µοναδικό πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange, βαθµού 

n
n≤ , της  στα σηµεία q ix , άρα 

ταυτίζεται µε το πολυώνυµο  (βαθµού q 0 n≤ ) το οποίο προφανώς παρεµβάλλει τον 
εαυτό του. 
 
Θεώρηµα 5.  
α) Αν ] , τότε ισχύει η εκτίµηση του µεγίστου, σε απόλυτη τιµή, 
σφάλµατος παρεµβολής µε την κατά τµήµατα πολυωνυµική συνάρτηση 

,[1 baCf n+∈
M
np  

(6) 
1

( 1)

( 1)!

n
M n
n

hf p f
n

+
+

∞ ∞
− ≤

+
. 

Ειδικά, όταν τα σηµεία παρεµβολής είναι ισαπέχοντα, σε αύξουσα διάταξη, µε 
0[ , ]M M

nk nkn kx x = I , τότε ισχύει η βελτιωµένη εκτίµηση σφάλµατος 

(7) 
1

( 1)1
4( 1)

n
M n
n

hf p f
n n

+
+

∞ ∞

⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
. 

β) Αν [ , ]f C a b∈  και (αν ) υπάρχει σταθερά  τέτοια ώστε, για κάθε 0n > 0c > M  να 
ισχύει M

ki kj kx x ch− ≥ , για , i j≠ 1,...,k M= , τότε η ακολουθία ( )M
np συγκλίνει 

οµοιόµορφα στην f  όταν  M →∞

(8) lim 0.M
nM

f p
∞→∞

− =  

Απόδειξη. 
α) Η ανισότητα (6) προκύπτει άµεσα από τον τύπο σφάλµατος παρεµβολής (3) και τις 
προφανείς ανισότητες 

 1 1

0

( ) ( )
n

M M n n
nki k

i
x x h h+ +

=

− ≤ ≤∏ ,   1,..., .k M=  

Η δε ανισότητα (7) προκύπτει εφαρµόζοντας την (5), εδώ µε : M
kb a h h− = ≤ , σε κάθε 

διάστηµα kI . 
β) Έστω 0ε > . Επειδή η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής στο διάστηµα , σε κάθε 
διάστηµα 

[ , ]a b

kI  ισχύει 

 71



  

 ( ) ( ) ,kif x f x ε− ≤  
για M  αρκετά µεγάλο. Εποµένως, από το Λήµµα 1, σε κάθε kI  έχουµε (µε προφανή 
συµβολισµό ) kil

 
0 0

( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )
n n

M
n ki ki

i i
if x p x l x f x l x f x

= =

− = −∑ ∑  

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n

ki i ki
i i

l x f x f x l xε
= =

≤ − ≤∑ ∑  

   ,ε≤    αν 0,n =  
( ) 1( 1) ,
( )

M n
k

n M n n
k

h nn
c h c

ε ε +
≤ + =    αν  0,n >

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από τον ορισµό των  και την υπόθεση πάνω 
στα 

kil

kix . Συνεπώς ισχύει η (8). 
 
Παρατήρηση. Η υπόθεση της πρότασης (β) του Θεωρήµατος 5 πάνω στα kix  ισχύει 
ειδικά όταν τα σηµεία αυτά είναι ισαπέχοντα, σε αύξουσα διάταξη, µε 0[ , ]k kn kx x I= .  
 
Παράδειγµα. Έστω η συνάρτηση ( ) cosf x x= . Εφαρµόζοντας την παρεµβολή 
Lagrange ανά ζεύγος διαστηµάτων µήκους  στο διάστηµα , δηλ. µε , 

, και χρησιµοποιώντας την ανισότητα (5), βρίσκουµε την εκτίµηση σφάλµατος 
0.1 [0,1] 2n =

5M =

 
3 3

(3) 50.1 0.1 8.3 10 .
4 3 12

f q f −
∞ ∞

− ≤ ≤ ≈ ⋅
⋅

 

 
Μορφή Newton του πολυωνύµου Lagrange – ∆ιηρηµένες διαφορές 
Θα εξετάσουµε τώρα έναν αποτελεσµατικό τρόπο υπολογισµού του πολυωνύµου 
παρεµβολής Lagrange. Γράφουµε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange np  στη 
λεγόµενη µορφή Newton 
(9)  0 1 0 2 0 1 0 1( ) ( ) ( )( ) ... ( ) (n np x a a x x a x x x x a x x x x −= + − + − − + + − ⋅⋅⋅ − ).n

1

Παρατηρούµε ότι τα πολυώνυµα 
  0 0 1 01, , ( )( ), ( ) ( ),nx x x x x x x x x x −− − − − ⋅⋅⋅ −
είναι γραµµικά ανεξάρτητα, άρα οι συντελεστές  (για δεδοµένο ) είναι 
µοναδικοί. Προσδιορίζουµε πρώτα το συντελεστή  ταυτίζοντάς τον µε το 
συντελεστή του 

0 ,..., na a n

na
nx  στο πολυώνυµο Lagrange (2) 

(10) 
0

0

( ) .
( )

n
i

n n
i

i j
j
j i

f xa
x x=

=
≠

=
−

∑
∏

 

Επειδή ο τελευταίος όρος της έκφρασης (9) µηδενίζεται στα σηµεία 0 1,..., nx x − , το 
πολυώνυµο βαθµού  1n≤ −
  1 0 1 0 1 0 2( ) ( ) ... ( ) (n nq x a a x x a x x x x− −= + − + + − ⋅⋅⋅ − ),n−

παρεµβάλλει την f  στα σηµεία 0 ,..., n 1x x −  και άρα ταυτίζεται µε το πολυώνυµο 
παρεµβολής Lagrange 1np −  της f  στα σηµεία αυτά. Συµπεραίνουµε επαγωγικά ότι οι 
συντελεστές του np  δίνονται από τον τύπο 
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(11) 
0

0

( ) , , 1,...,0.
( )

k
i

k k
i

i j
j
j i

f xa k n
x x=

=
≠

= =
−

∑
∏

n −  

Βλέπουµε έτσι ότι η ακολουθία ( )  είναι µοναδική (δηλ. ανεξάρτητη του ) και άρα 
η (11) δίνει τη γενική έκφραση όλων των συντελεστών όλων των πολυωνύµων 
παρεµβολής 

ka n

, 0,1, 2,...np n = . Ορίζοντας το σύµβολο 

(12) ( ): [ ,..., ] : ,
( )

s
i

rs r s s
i r

i j
j r
j i

f xf f x x
x x=

=
≠

= =
−

∑
∏

   για ,    και   s r> : ( )rr r ,f f x=  

έχουµε, από την (11) 
(13)  0 , 0,..., ,k ka f k n= =
και εύκολα επαληθεύεται ότι 

(14) 1, , 1 .r s r s
rs

s r

f f
f

x x
+ −−

=
−

 

Το rsf  καλείται διηρηµένη διαφορά τάξης s r− . Βλέπουµε έτσι ότι, για δεδοµένα 
σηµεία 0 ,..., nx x , τα rsf  µπορούν να υπολογιστούν επαναληπτικά όπως δείχνει ο 
Πίνακας 1. Τα  δίνονται τότε από τη (13) (άνω διαγώνιος του Πίνακα 1). ka
 
i  ix              …  0 1 2 3 n
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
0  0x     00 0( )f f x=  

    11 00
01

1 0

f ff
x x
−

=
−

  

1 1x     11 1( )f f x=    12 01
02

2 0

f ff
x x
−

=
−

 

    22 11
12

2 1

f ff
x x
−

=
−

   13 02
03

3 0

f ff
x x
−

=
−

 

2  2x     22 2( )f f x=    23 12
13

3 1

f ff
x x
−

=
−

       … 0nf

    33 22
23

3 2

f ff
x x
−

=
−

   24 13
14

4 1

f ff
x x
−

=
−

 

3  3x     33 3( )f f x=    34 23
24

4 2

f ff
x x
−

=
−

 

    44 33
34

4 3

f ff
x x
−

=
−

 

4  4x     44 4( )f f x=  
… …          … 
n  nx     ( )nn nf f x=  
 

Πίνακας 1 
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Παρατηρούµε επίσης ότι η προσθήκη ενός νέου σηµείου παρεµβολής 1nx +  απαιτεί τον 
υπολογισµό  µόνο νέων διηρηµένων διαφορών (νέα κάτω διαγώνιος του Πίνακα 
1). Σηµειωτέον ότι η έκφραση (12) είναι συµµετρική ως προς τα 

2n +
ix , δηλαδή είναι 

ανεξάρτητη από τη διάταξη των ix . Τέλος, από τις (9) και (13) παίρνουµε 

(15) 1 0, 1
0

( ) ( ) ( ),
n

n n n
i

ip x p x f x x+ +
=

= + −∏  

και θέτοντας 1: nx x += , το σφάλµα παρεµβολής Lagrange στο σηµείο x  είναι 

(16) 1 1 0, 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
n n

n n n n i n
i i

if x p x p x p x a x x f x x+ + +
= =

− = − = − = −∏ ∏  

αφού 1( ) ( )np x f x+ = . 
 
Παράδειγµα. Έστω τα σηµεία παρεµβολής  
  0 1 20, 1, 2,x x x= = =
και οι τιµές 
  0 1 2( ) 0, ( ) 1, ( ) 4.f x f x f x= = =

Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι προφανώς 2
2 ( )p x x= . Ας υπολογίσουµε τη µορφή 

Newton του 2p . Παίρνουµε εδώ τον Πίνακα 2. 
 
     i ix       0       1      2  
 ------------------------------------------------------------------------ 
  0 0 0x =   00 0f =     
      01 1f =  
  1 1 1x =   11 1f =     02 1f =  

      12 3f =   
  2 2 2x =   22 4f =  
 

Πίνακας 2 
 
Άρα η µορφή Newton είναι 

2 0 1 0 2 0( ) ( ) ( )( 1)p x a a x x a x x x x= + − + − −  
 00 01 0 02 0 1( ) ( )( )f f x x f x x x x= + − + − −  
  ( 1)x x x= + − .
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