
  

4. ΝΟΡΜΕΣ – ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 
Α. ΝΟΡΜΕΣ 
Έστω  ένας διανυσµατικός χώρος πάνω στον V R . Μια νόρµα ⋅  είναι µια 
απεικόνιση από τον V  στον R  που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
α) 0≥x ,   για κάθε , Vx∈

β) 0=x  ⇔  , 0=x

γ) xx λλ = ,   για κάθε R∈λ , Vx∈ , 

δ) yxyx +≤+ ,   για κάθε Vyx ∈,  (Ανισότητα του τριγώνου). 
Από τις (γ) και (δ) προκύπτει (άσκηση) και η ανισότητα 
δ’) yxyx −≤− ,   για κάθε Vyx ∈, . 
 
Παραδείγµατα. Αποδεικνύεται ότι οι τρεις παρακάτω εκφράσεις ορίζουν νόρµες 
στον nR  (άσκηση): 
1. ini

xx
≤≤∞

=
1
max  , 

2. ∑
=

=
n

i
ixx

1
1

, 

3. 2 1/ 2
2

1
( )

n

i
i

x x
=

= ∑    (Ευκλείδεια νόρµα). 

 
Υπενθυµίζεται η χρήσιµη ανισότητα Cauchy-Schwarz που αφορά το εσωτερικό 
γινόµενο  

∑
=

=
n

i
ii

T yxyx
1

, 

δύο διανυσµάτων του nR  
 

22
yxyxT ≤ , 

όπου έχουµε ισότητα αν και µόνο αν yx λ=  ή xy λ=  για κάποιο R∈λ . 

Παρατηρούµε ότι xxx T=
2

. Ισχύουν επίσης και οι ανισότητες (άσκηση) 

 
∞

≤ yxyxT
1

,   
1

yxyxT
∞

≤ . 

Έστω ⋅  µια νόρµα ορισµένη πάνω στο διανυσµατικό χώρο των πινάκων . Θα 
λέµε ότι η νόρµα αυτή είναι νόρµα πίνακα αν ισχύει επιπλέον 

nn×

ε) BAAB ≤ ,   για κάθε  πίνακες BA, nn× . 

Έστω τώρα ⋅  µια νόρµα στον nR  και 
π

⋅  µια νόρµα πίνακα. Θα λέµε ότι η νόρµα 

πίνακα 
π

⋅  είναι συµβατή µε τη νόρµα ⋅  αν ισχύει 

ζ) xAAx
π

≤ ,   για κάθε  και κάθε nx R∈ nn×  πίνακα . A
 
Παραδείγµατα. Αποδεικνύεται ότι οι τρεις παρακάτω εκφράσεις ορίζουν νόρµες 
πίνακα, και µάλιστα συµβατές µε τις 1, 2, 3, αντίστοιχα (άσκηση) 

1’. ∑
=≤≤Γ

=
n

j
ijni

aA
11

max    (Γ: γραµµή), 
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2’. 
1 1
max

n

ijj n i
A

Σ ≤ ≤
=

= a∑    (Σ: στήλη), 

3’. 2/1

1 1

2 )(∑∑
= =

=
n

j

n

i
ijE

aA    (Ε: Ευκλείδεια). 

 
Θεώρηµα 1 (Συνέχεια της νόρµας). Έστω ⋅  µια νόρµα στον nR . Τότε η 
συνάρτηση 
 xxf =)( , 

είναι συνεχής στον nR  ως προς τη νόρµα ⋅  και τη νόρµα 
∞

⋅ . 
Απόδειξη. Από τον ορισµό της νόρµας, έχουµε 
 vxvx ≤−+ , 
και 
 vvxvvxx ++≤−+= , 
εποµένως 
 vxvx −≥−+ . 
Συνεπώς 
 vxvxxfvxf ≤−+=−+ )()( , 

που δείχνει ότι η  είναι συνεχής ως προς τη νόρµα f ⋅ . Εξάλλου, έχουµε 

 , ∑
=

=
n

i
iievv

1

όπου }  η κανονική βάση του ,...,{ 1 nee nR . Εποµένως 

 Mvevevv
n

i
iiii

n

i
i ∞

==

=≤≤ ∑∑ ))(max(
11

, 

και άρα 
 

∞
≤≤−+=−+ vMvxvxxfvxf )()( , 

που δείχνει ότι η  είναι συνεχής ως προς τη νόρµα f
∞

⋅ . 
 
Θεώρηµα 2 (Ισοδυναµία των νορµών). Έστω ⋅  και '⋅  δύο νόρµες στον nR . Τότε 
οι δύο νόρµες αυτές είναι ισοδύναµες, δηλαδή υπάρχουν σταθερές  και  
τέτοιες ώστε 

0>c 0>C

 '' xCxxc ≤≤ , 

και άρα όλες οι νόρµες στον nR  είναι ισοδύναµες. 
Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε νόρµα ⋅  είναι ισοδύναµη µε την 

∞
⋅ , 

δηλαδή ότι υπάρχουν σταθερές τέτοιες ώστε 
 

∞∞
≤≤ xCxxc . 

Το σύνολο (υπερκύβος) 
 }1{ =∈=

∞
uuS nR , 

είναι κλειστό και φραγµένο, άρα συµπαγές, και η συνάρτηση 
 xxf =)( , 
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είναι συνεχής ως προς τη νόρµα 
∞

⋅  (από το Θεώρηµα 1) και αυστηρά θετική πάνω 
στο σύνολο , άρα S
 0min >=

∈
uc

Su
   και   0max >=

∈
uC

Su
, 

οπότε έχουµε 
 Cuc ≤≤ ,   για . Su∈

Για , , έχουµε nx R∈ 0≠x S
x
x

∈
∞

, άρα 

 C
x
x

c ≤≤
∞

, 

και τελικά 
 

∞∞
≤≤ xCxxc . 

 
Ανάλογο θεώρηµα ισχύει προφανώς και για τις νόρµες πίνακα. 
 
Ορισµοί. Λέµε ότι µια ακολουθία )  στον ( kx nR  συγκλίνει στο , και 
γράφουµε 

nx R∈

    ή   , kk
xx

∞→
= lim xxk →

αν 
 0lim =−

∞→
xxkk

, 

για οποιαδήποτε νόρµα στον nR , και ότι µια ακολουθία   πινάκων 
συγκλίνει στον πίνακα , και γράφουµε 

)( kA nn×
A

    ή   , kk
AA

∞→
= lim AAk →

αν 
 0lim =−

∞→
AAkk

, 

για οποιαδήποτε νόρµα πίνακα. 
 
Θεώρηµα 3 και ορισµός (Φυσική νόρµα πίνακα). Έστω ⋅  µια νόρµα στον nR . 
Τότε η συνάρτηση 

 
x

Ax
A

x 0
sup:
≠

=  ,        (1) 

ορίζει µια αντίστοιχη νόρµα πίνακα και έχουµε 

 
x

Ax
AxAuA

xxu 011
maxmaxmax

≠≤=
=== . 

Η νόρµα αυτή είναι συµβατή µε τη νόρµα στον nR  
 xAAx ≤ , 

και είναι µάλιστα η µικρότερη νόρµα πίνακα συµβατή µε τη νόρµα στον nR . Η νόρµα  
A  καλείται φυσική νόρµα πίνακα που παράγεται από τη νόρµα στον nR .  

Απόδειξη. Κατ’αρχήν, η έκφραση της A  είναι ορισµένη για κάθε πίνακα  A
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 ∑
∑

∞<≤≤≤≤
∞

∞

j
iji

i
i

j
jiji

Ma
c
C

x

xa

c
C

x
Ax

c
C

x
Ax

max
max

max
, 

για κάθε , , άρα nx R∈ 0≠x

 ∞<=
≠ x

Ax
A

x 0
sup: . 

Από τον ορισµό προκύπτει άµεσα ότι η A  είναι συµβατή µε τη x  και ότι κάθε 

νόρµα πίνακα συµβατή µε την x  είναι µεγαλύτερη από την A . Εξάλλου, η 
συνάρτηση 
 Axxg =:)( , 

είναι συνεχής στο συµπαγές σύνολο }1{ =uu  

 vAAvxgvxg ≤≤−+ )()( , 
άρα 

 AuAu
x
xA

x
Ax

A
uuxx 1100

maxsupsupsup
==≠≠

==== . 

Επίσης, άµεσα προκύπτει (άσκηση) ότι 

 
x

Ax
AxA

xx 01
maxmax

≠≤
== . 

Τώρα, οι ιδιότητες (α), (β), (γ) της νόρµας πίνακα προφανώς ισχύουν και 

 BA
x

Bx
x

Ax
x

Bx
x

Ax
x

xBA
BA

xxxx
+=+≤+≤

+
=+

≠≠≠≠ 0000
supsup)(sup

)(
sup , 

 BA
x

Bx
A

x
BxA

x
ABx

AB
xxx

=≤≤=
≠≠≠ 000

supsupsup . 

Συνεπώς, η A  είναι µια νόρµα πίνακα. 
 
Ορισµός. Έστω  ένας  πίνακας και A nn× C∈nλλ ,...,1  οι ιδιοτιµές του . Ο 
αριθµός 

A

 ini
A λρ

≤≤
=

1
max)( , 

όπου z  το µέτρο του , καλείται φασµατική ακτίνα του . C∈z A
 
Θεώρηµα 4. Έστω 

21
,, ⋅⋅⋅

∞
 οι φυσικές νόρµες πίνακα που παράγουν οι 

αντίστοιχες νόρµες στον nR . Έχουµε 
1. 

Γ∞
= AA , 

2. 
Σ

= AA
1

, 

3. 2/1
2

)]([ AAA Tρ= ,   γενικά, 

 )(
2

AA ρ= ,   αν ο  είναι συµµετρικός. A

Σηµειωτέον ότι δεν ισχύει 
E

AA =
2

. 
Απόδειξη.  
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1. Για κάθε , µε u 1=
∞

u , έχουµε 

 ∑∑ ≤=
∞ jijij

jiji
uauaAu maxmax

 
Γ

==≤ ∑∑ Aaau
j

ijij
ijijj

maxmaxmax . 

Έστω τώρα  τέτοιο ώστε m
 ∑=Γ

j
mjaA . 

Ορίζουµε, για , το διάνυσµα  µε nj ,...,1= jv

 
1, αν 0,

1, αν 0.
mj

j
mj

a
v

a

≥
=

− >
 

Προφανώς 1=
∞

v  και 

 
Γ∞

===≥ ∑∑ AavaAvAv
j

mj
j

jmjm)( , 

και άρα 
Γ∞

= AAv . Συνεπώς 

 
Γ∞=∞

==
∞

AAuA
u 1
max . 

2. . Για κάθε , µε u 1
1
=u , έχουµε 

 ∑∑∑ ≤=
ji

jij
i j

jij uauaAu
,

1

 
Σ

=≤≤ ∑∑∑∑ Aauau
i

ijjj
j

j
ij

j
j max)()( . 

Έστω τώρα  τέτοιο ώστε m
 ∑=Σ

i
mjaA . 

Τότε, m -οστό διάνυσµα  της κανονικής βάσης του me nR  ικανοποιεί 1
1
=me  και 

 
Σ

== ∑ AaAe
i

imm 1
. 

Συνεπώς 
 

Σ=Γ
== AAuA

u 111

max . 

3. Ο συµµετρικός πίνακας  έχει πραγµατικές, εδώ µη αρνητικές, ιδιοτιµές AAT

 ( )( ) 0
T

T T T
T

Av AvA Av v Av Av v v
v v

λ λ λ= ⇒ = ⇒ = ≥ . 

Έστω n',...,'1 λλ  οι ιδιοτιµές αυτές και  αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα που 

αποτελούν µια ορθοκανονική βάση του 
nuu ,...,1

nR  (δηλ. T
i j iju u δ= ). Έχουµε, για  nx R∈

 , ∑=
j

jjucx

 ∑ ∑∑∑ ====
ji i

ij
T

iji
j

jj
T

j
jj

T cuuccucucxxx
,

22
2

)()( , 

 ∑∑∑ ====
i

ii
j

jjj
T

i
ii

TTT cucucAxAxAxAxAx 22
2

')'()()()()( λλ . 

Εποµένως 
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 )('max
'

2

2

2
2

2
2 AA

c

c

x

Ax T
ii

i
i

i
ii

ρλ
λ

=≤=
∑
∑

. 

Εξάλλου, αν , τότε )('max' AAT
iik ρλλ ==

 2
2

2
2

)('' k
T

kk
T

kkk
TT

kk uAAuuAuAuAu ρλλ ==== . 
Συνεπώς 

 )(max 2
2

2
2

0

2
2

AA
x

Ax
A T

x
ρ==

≠
. 

Αν τώρα ο πίνακας  είναι συµµετρικός, αποδεικνύεται ανάλογα, θεωρώντας τις 
ιδιοτιµές του , ότι 

A
A

 )(
2

AA ρ= . 
 
Τέλος, δίνεται χωρίς απόδειξη (βλ. π.χ. Ciarlet) το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα. 
 
Θεώρηµα 5. Έστω  ένας  πίνακας και )A nn× (Aρ  η φασµατική του ακτίνα. Τότε 
ισχύει γενικά 
 AA

ϕυσικη
ρ

⋅
= inf)( , 

και αν ο  είναι συµµετρικός, το Θεώρηµα 4 δείχνει ότι A
 AAA

ϕυσικη
ρ

⋅
== min)(

2
. 

Σηµειωτέον ότι γενικά το )(Aρ  δεν είναι νόρµα πίνακα. 
 
Β. ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
Ένα γραµµικό σύστηµα  λέγεται ευσταθές αν κάθε σχετικά µικρή µεταβολή 
στα δεδοµένα  και  επιφέρει σχετικά µικρή µεταβολή στη λύση του, και ασταθές 
αν κάποια µικρή µεταβολή στα δεδοµένα επιφέρει σχετικά µεγάλη µεταβολή στη 
λύση του. 

bAx =
A b

 
Παράδειγµα. Έστω το σύστηµα 

  
10000 30000 40000

3.0001 4.0001
x y

x y
+ =

+ =
και το ελαφρά διαταραγµένο σύστηµα 

  
10000 30000 40000

2.9999 4.0002
x y

x y
+ =

+ =
Παρατηρούµε ότι η λύση 1== yx  του πρώτου συστήµατος διαφέρει κατά πολύ από 
τη λύση , , του δεύτερου. Τα δύο συστήµατα είναι άρα ασταθή. Η 
ορίζουσα του πίνακα του πρώτου συστήµατος είναι 1 και του δεύτερου –1. 

10x = 2y = −

 
Θεωρούµε γενικά ένα γραµµικό σύστηµα nn×  
(1) , bAx =
και υποθέτουµε ότι σύστηµα είναι οµαλό. Αν διαταράξουµε κατά λίγο τα δεδοµένα 

 και , παίρνουµε το σύστηµα A b
(2) bbxxAA ∆+=∆+∆+ ))(( , 
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όπου επίσης υποθέτουµε ότι ο πίνακας AA ∆+  είναι οµαλός (αυτό ισχύει αν τα 
στοιχεί του πίνακα  είναι αρκετά µικρά, άσκηση). A∆
 
Ορισµός. Έστω  ένας οµαλός A nn×  πίνακας και ⋅  µια φυσική νόρµα πίνακα που 

παράγεται από µια νόρµα ⋅  στον nR . Ο αριθµός 

 1( ) :A A Aµ µ −= = , 
καλείται δείκτης κατάστασης του πίνακα . A
 
Το ακόλουθο αποτέλεσµα σχετίζει το δείκτη κατάστασης µε την ευστάθεια ενός 
γραµµικού συστήµατος. 
 
Θεώρηµα 6. Έστω  ένα γραµµικό σύστηµα όπως πιο πάνω και bAx = ⋅  µια 
φυσική νόρµα πίνακα. Αν 

(3) 
µ
1

<
∆

A
A

, 

και , τότε ισχύει η ανισότητα σχετικών σφαλµάτων 0≠b

(4) )(
1

b
b

A
A

A
Ax

x ∆
+

∆
∆

−
≤

∆

µ

µ . 

Απόδειξη. Από τις (1) και (2), έχουµε 
  bxxAxA ∆=∆+∆+∆ )( ,
  bAxxAAx ∆+∆+∆−=∆ −− 11 ))(( ,
 bAxxAAx ∆+∆+∆≤∆ −− 11 , 

 
xA

bAA

x
xx

A
A

AA
x
x ∆

+
∆+∆

≤
∆ −

−
1

1 ,   (αφού 0,0, ≠≠≠ xbOA ) 

 )(
b
b

x
xx

A
A ∆

+
∆+∆

≤ µ ,   (αφού bAxxA =≥ ), 

 
b
b

x
x

A
A ∆

+
∆

+
∆

≤ µµ )1(( ,   (αφού xxxx ∆≤∆+ ), 

και η (4) προκύπτει τότε από την (3). 
 
Παρατηρούµε ότι ο δείκτης κατάστασης είναι πάντα  1≥
 111 ==≥= −− IAAAAµ . 
Το Θεώρηµα 6 δείχνει ότι, αν ο δείκτης µ  δεν είναι πολύ µεγάλος και το σχετικό 
σφάλµα AA /∆  είναι αρκετά µικρό, τότε το σύστηµα bAx =  είναι ευσταθές. ∆εν 
µας πληροφορεί όµως για το τι συµβαίνει αν ο δείκτης είναι µεγάλος. Συνήθως όµως 
το σύστηµα είναι τότε ασταθές. Ένα σύστηµα λέγεται καλής κατάστασης  αν το µ  
δεν είναι πολύ µεγαλύτερο του 1, αλλιώς λέγεται κακής κατάστασης. 
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Θεώρηµα 7. Αν ο πίνακας  είναι οµαλός, τότε A

 
Au

Au
A

u

u

1

1

min

max
)(

=

==µ . 

Απόδειξη. Έχουµε 

 
x

xA
A

x

1

0

1 max
−

≠

− =  , 

και θέτοντας , xAy 1−=

 
AuAu

y
yA

Ay
y

A
u

uyy
1

100

1

min
11max1maxmax

=
=≠≠

− ==== , 

και το θεώρηµα έπεται. 
 
Το ακόλουθο αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 5. 
 
Θεώρηµα 8. Έστω  ένας οµαλός A nn×  πίνακας. Τότε 

 
1/ 2

1
2 1/ 22 2

(max ' )( )
(min ' )

i

i

A A A λµ
λ

−= = , 

όπου n',...,'1 λλ  οι ιδιοτιµές του , γενικά. Αν ο  είναι συµµετρικός, τότε AAT A

  
i

iA
λ
λ

µ
min
max

)(2 = , 

όπου nλλ ,...,1  οι ιδιοτιµές του . A
 
Παράδειγµα. Ο δείκτης κατάστασης του πίνακα, µε τη νόρµα 

1
⋅ , του ασταθούς 

πρώτου γραµµικού συστήµατος του πιο πάνω παραδείγµατος είναι 
 1

1 1 1
( ) 1200120004 1A A Aµ −= = >> . 

Σηµειωτέον ότι ένας πίνακας µε µικρό δείκτη κατάστασης δεν έχει απαραιτήτως 
µικρή ορίζουσα (εδώ είναι 1). 
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