
  

3. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΤΥΠΟΥ NEWTON-RAPHSON 
 
Α. ΜΕΘΟ∆ΟΣ NEWTON-RAPHSON 
Έστω  µια πραγµατική παραγωγίσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε την εξίσωση f
 . 0)( =xf
 
              f 
 
 
 
 
           
 
          x                 kx 1−kx
 

Σχήµα 1 
 
Στη µέθοδο Newton-Raphson, κατασκευάζουµε επαναληπτικά µια ακολουθία , 
ξεκινώντας από ένα αρχικό , επιλεγµένο συνήθως κοντά σε µια λύση της εξίσωσης  

. Έχοντας υπολογίσει το , το επόµενο  ορίζεται ως το σηµείο τοµής 
της εφαπτοµένης στο σηµείο  του γραφήµατος της  µε τον άξονα των 

)( kx

0x
( ) 0f x = 1−kx kx

))(,( 11 −− kk xfx f
x  (βλ. Σχήµα 1). Έχουµε 
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που δίνει τον επαναληπτικό τύπο της µεθόδου 

 
)('
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1

1
1

−

−
− −=

k

k
kk xf

xf
xx ,  ,   δεδοµένο. ,...2,1=k 0x

Η συνάρτηση g  της επαναληπτικής µεθόδου Newton-Raphson είναι άρα 

 
)('
)()(

xf
xfxxg −= . 

 
Θεώρηµα 1 (Απλή ρίζα).  Έστω x  µια λύση της εξίσωσης ( ) 0f x = .  
α) Αν η συνάρτηση  είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη κοντά στο f x , η '  είναι 
συνεχής στο 

f
x  και ισχύει 0)(' ≠xf , τότε, για κάθε αρχικό  επιλεγµένο αρκετά 

κοντά στο 
0x

x , η µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει στο x , και η σύγκλιση είναι 
υπεργραµµική. 
β) Αν, επιπλέον, ισχύει 
 xxMxfxf −≤− )(')(' ,   για x  κοντά στο x , 
(π.χ. αυτό ισχύει αν η )('' xf  υπάρχει), τότε η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 
Απόδειξη. α) Από τον ορισµό της παραγώγου και αφού 0)( =xf , έχουµε 
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⎦

⎤
⎢
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⎡
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)(1lim1)('

xf
xf

xx
xg

xx
0

)('
)('1)()(

)('
1lim1 =−=⎥⎦

⎤
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⎡

−
−

−=
→ xf

xf
xx

xfxf
xfxx

. 

Συνεπώς, από το Θεώρηµα 2 (και τα Σχόλιά του) η µέθοδος συγκλίνει υπεργραµµικά 
για κάθε  επιλεγµένο αρκετά κοντά στο 0x x . 
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β) Αν η )('' xf  υπάρχει, τότε προφανώς, για x  αρκετά κοντά στο x , ισχύει 
 xxMxfxf −≤− )(')(' ,   M  σταθερά. 
Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής και τις υποθέσεις, έχουµε, για  αρκετά µεγάλο k
 2

1111 )(')('))((')()( xxMxxxffxxxfxfxf kkkkk −≤−−=−−− −−−− ξ . 
Από αυτή την ανισότητα και τις υποθέσεις, έχουµε, για  αρκετά µεγάλο k

 x
xf
xf

xxx
k

k
kk −−=−

−

−
− )('

)(

1

1
1  

1 1 1

1 1

[ ( ) ( ) '( )( )] [ '( ) '( )]( )
'( ) '( )

k k k

k k

1kf x f x f x x x f x f x x x
f x f x

− − −

− −

− − − − − −
≤ + −  

 2
1 .kc x x−≤ −  

Συνεπώς η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 
∆εύτερη απόδειξη της τετραγωνικής σύγκλισης. Αν υποθέσουµε ότι 2f C∈  κοντά στη 
ρίζα x , από τον τύπο Taylor δεύτερης τάξης µε υπόλοιπο γύρω από το σηµείο 1kx − , 
έχουµε, για  αρκετά µεγάλο (αφού k 1kx x− → ) 

 21
1 1 1 1

''( )( ) ( ) '( )( ) ( ) 0
2

k
k k k k

ff x f x f x x x x xξ −
− − − −= + − + − = , 

µε 1kξ −  µεταξύ 1kx −  και x , άρα

 21 1
1 1

1 1

( ) ''( ) ( )
'( ) 2 '( )

k k
k k k

k k

f x fx x x x x x
f x f x

ξ− −
− −

− −

− = − − = − , 

και αφού 2f C∈  

 2
1k kx x c x x−− ≤ − . 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι 

 2
1

( ) ''( )lim
( ) 2 '(

k

k
k

x x
)

f x
x x f→∞

−

−
=

− x
. 

 
Σηµειωτέον ότι η υπόθεση 0)(' ≠xf  του Θεωρήµατος 1 σηµαίνει ότι η ρίζα x  της 
f  είναι απλή, δηλαδή ότι η  γράφεται f

 )()()( xhxxxf −= ,   µε 0)( ≠xh . 
 Όταν η ρίζα x  είναι πολλαπλότητας , η  γράφεται 1>m f
 )()()( xhxxxf m−= ,   µε 0)( ≠xh , 
και ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 2 (Πολλαπλή ρίζα). Έστω x  µια ρίζα της  πολλαπλότητας . 
Υποθέτουµε ότι η  είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη και ότι η  είναι συνεχής στο 

f 1>m
h h

x . Τότε 

 111)(' <−=
m

xg , 

και η µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει γραµµικά στο x  για κάθε  αρκετά 
κοντά στο 

0x
x . 

Απόδειξη. Θέτοντας :
'

fr
f

= , η r  γράφεται κοντά στο x  
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Έχουµε 0)( =xr  και 
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xx
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, 

εποµένως η µέθοδος συγκλίνει γραµµικά. 
 
Στην περίπτωση µιας ρίζας x  µε (άγνωστη βέβαια εκ των πρότερων) πολλαπλότητα 

, η ακόλουθη τροποποιηµένη µέθοδος Newton-Raphson m

 
)('
)(

1

1
1

−

−
− −=

k

k
kk xf

xf
mxx ,  ,...2,1=k ,   δεδοµένο, 0x

συγκλίνει υπεργραµµικά, αφού έχουµε εδώ 

01)(' =−=
m
mxg , 

και µε κατάλληλες υποθέσεις οµαλότητας (π.χ.  κοντά σε µια ρίζα), 
τετραγωνικά. ∆οκιµάζουµε τότε τη µέθοδο αυτή για διάφορες τιµές του  
και επιλέγουµε την τιµή µε τη ταχύτερη (υπεργραµµική ή τετραγωνική) σύγκλιση, 
δηλ. την πολλαπλότητα της ρίζας. 

2Cf ∈
,...2,1=m

 
Εκτίµηση Σφάλµατος. 
Αν η µέθοδος Newton-Raphson (ή η τροποποιηµένη µέθοδος) συγκλίνει 
υπεργραµµικά ή τετραγωνικά, ισχύει εδώ η εκτίµηση σφάλµατος (βλ. γενική µέθοδο 
Σταθερού Σηµείου, ανισότητα (2)), για  αρκετά κοντά σε µια ρίζα 0x x  
 kkk xxxx −≤− −1 . 
Λόγω της ανισότητας αυτής, χρησιµοποιούµε στον αλγόριθµο της µεθόδου το 
κριτήριο σταµατήµατος 
 ε≤−− kk xx 1 , 
για 0ε >  µικρό, δεδοµένο. Σηµειωτέον ότι εδώ τα  και  είναι γνωστά. 1−kx kx
 
Παράδειγµα. Έστω η εξίσωση 0 . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο 
Newton-Raphson  

1)( 3 =−−= xxxf
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1
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1
1

−
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−

−−
−
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kk
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xx
xx , 

µε αρχικό , βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 1.   0 1.5x =
 
   k kx

 ______________________ 
1 1.34782608695652      
2 1.32520039895091 
3 1.32471817399905 
4 1.32471795724479 
5 1.32471795724475 

 
Πίνακας 1 
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Παρατηρούµε ότι τα ακριβή σηµαντικά ψηφία διπλασιάζονται περίπου σε κάθε 
επανάληψη. Έχουµε την εκτίµηση σφάλµατος  

13
5 4 5 10x x x x −− ≤ − ≤ .  

 
Αλγόριθµος. 
 Ορίζουµε τις συναρτήσεις  και  f 'f
 ∆ιαβάζουµε τα m , , n ε , x  
  )(xff x =
 Για  εκτελούµε µέχρι το 1 nk ,...,1=
 xy =  
  )('' xff x =
 Αν 0 , σταµατάµε ' =xf

 
'
x

x

fx x m
f

= −  

  )(xff x =

 xye −=  
 Εκτυπώνουµε τα k , x , , e  xf
1 Αν ε≤e , σταµατάµε 
 Εκτυπώνουµε “Όριο επαναλήψεων” και σταµατάµε 
 
B. ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ NEWTON-RAPHSON 
Η µέθοδος Quasi-Newton είναι µια παραλλαγή της µεθόδου Newton-Raphson, στην 
οποία εξοικονοµούµε πράξεις αντικαθιστώντας στον τύπο την παράγωγο  µε 
την παράγωγο 

)(' 1−kxf
'( )f z  σε ένα σταθερό σηµείο  επιλεγµένο αρκετά κοντά σε µια ρίζα z

x  της   f

 1
1

(
'( )

k
k k

f xx x )
f z

−
−= − ,   ,    δεδοµένο. ,...2,1=k 0x

 
Θεώρηµα 4.  Έστω x  µια λύση της εξίσωσης ( ) 0f x = . Υποθέτουµε ότι  
κοντά στο 

1Cf ∈
x , ότι 0)(' ≠xf  και ότι το  βρίσκεται αρκετά κοντά στο z x . Τότε, για 

κάθε αρχικό  επιλεγµένο αρκετά κοντά στο 0x x , η µέθοδος Quasi-Newton συγκλίνει 
στο x  και η σύγκλιση είναι γραµµική 
 xxcxx kk −≤− −1 . 
Επιπλέον, ισχύει η εκτίµηση σφάλµατος (βλ. §2)  

kkk xxxx −≤− −1 . 
Απόδειξη. Έχουµε εδώ 

 ( )( )
'( )

f xg x x
f z

= − , 

και 

 '( )'( ) 1 1
'( )

f xg x
f z

= − << ,   για  αρκετά κοντά στο z x , 

οπότε το Θεώρηµα προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 1, §2 (και τα σχόλιά του), και 
το Θεώρηµα 2, §2. 

 21



  

 
Στη διακριτή µέθοδο Newton-Raphson αντικαθιστούµε στον τύπο της µεθόδου 
Newton-Raphson την παράγωγο )  µε την προσέγγισή της (συµµετρικές 
διηρηµένες διαφορές) 

(' 1−kxf

1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) 2

k k k k

k k

f x h f x h f x h f x h
x h x h h

− − − −

− −

+ − − + − −
=

+ − −
 

για δεδοµένο µικρό  (π.χ. 0h > 0.001h = ), οπότε ο τύπος γράφεται 

1 1
1 1

2( )
( ) (k k k

k k

hx x f x .
)f x h f x h− −

− −

= −
+ − −

 

Αποφεύγουµε έτσι τελείως τον υπολογισµό της παραγώγου της . f
 
Θεώρηµα 5. Έστω x  µια λύση της εξίσωσης ( ) 0f x = . Υποθέτουµε ότι 2f C∈  
κοντά στο x  και ότι 0)(' ≠xf . Τότε, για κάθε αρχικό  επιλεγµένο αρκετά κοντά 
στο 

0x
x , η διακριτή µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει στο x , η σύγκλιση είναι 

γραµµική 
 xxcxx kk −≤− −1 , 
και έχουµε 
 '( ) ( )g x h hε≤ , 

όπου ( ) 0hε →  όταν  (και µε 0h → ( ) 'h c hε ≤  αν 3f C∈ ). Επιπλέον, ισχύει η 
εκτίµηση σφάλµατος 

kkk xxxx −≤− −1 . 
 
Μια άλλη χρήσιµη παραλλαγή της µεθόδου Newton-Raphson είναι η µέθοδος της 
Τέµνουσας (βλ. Σχήµα 2). Στη µέθοδο αυτή, αντικαθιστούµε στον τύπο της µεθόδου 
Newton-Raphson την παράγωγο )  µε την προσέγγιση (διηρηµένες διαφορές) (' 1−kxf
 
 
 
 
 
       
 
     
      
 
       x  x           1−kx 2−kxk

 
Σχήµα 2 
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2 1

( ) ( ) ,k k
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f x f x
x x
− −
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οπότε ο τύπος γράφεται 

 2 1
1 1

2 1

( )
( ) (

k k
k k k

k k

x xx x f x
f x f x

− −
− −

− − )
−

= −
−

,   ,...3,2=k ,    και  δεδοµένα. 0x 1x
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Αποφεύγουµε και εδώ τον υπολογισµό της παραγώγου της . Σηµειωτέον ότι 
απαιτούνται εδώ δύο αρχικά  και  για να ξεκινήσει η µέθοδος. 

f
0x 1x

 
Θεώρηµα 6.  Έστω x  µια ρίζα της . Υποθέτουµε ότι  κοντά στο f 2Cf ∈ x  και ότι 

0)(' ≠xf . Τότε, για κάθε αρχικά ,  επιλεγµένα αρκετά κοντά στο 0x 1x x , η µέθοδος 
της Τέµνουσας συγκλίνει στο x , η σύγκλιση είναι περίπου τάξης 1.6 
 1.6

1k kx x c x x−− ≈≤ − , 
και ισχύει η εκτίµηση σφάλµατος 

kkk xxxx −≤− −1 . 
 
Πρακτικά δηλαδή, για κάθε ζεύγος επαναλήψεων της µεθόδου Newton-Raphson 
απαιτούνται τρεις επαναλήψεις της µεθόδου της Τέµνουσας για να επιτύχουµε την 
ίδια ακρίβεια ( ). 2 2 1.6 1.6 1.6× ≈ × ×
 
Παράδειγµα. Έστω η εξίσωση 0 . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο της 
Τέµνουσας µε αρχικά , 

1)( 3 =−−= xxxf
10 =x 21 =x , βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 2. 

 
   k kx
 ______________________ 

0 1. 
1 2. 
2 1.16666666666667 
3 1.25311203319502 
4 1.33720644584166 
5 1.32385009638764 
6 1.32470793653209 
7 1.32471796535382 
8 1.32471795724467 
9 1.32471795724475 

 
Πίνακας 2 

 
Έχουµε την εκτίµηση σφάλµατος 

12
9 8 9 10x x x x −− ≤ − ≤ . 

 
Αλγόριθµος. 
 Ορίζουµε τη συνάρτηση  f
 ∆ιαβάζουµε τα n , ε , , y x  
  )(yff y =

)(xff x =  
 Για  εκτελούµε µέχρι το 1 nk ,...,1=
 xz =  
  y xd f f= −

 ( ) /xx x y x f d= − −  
  zy =
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  xy ff =

  )(xff x =

 xye −=  
 Εκτυπώνουµε τα k , x , , e  xf
1 Αν ε≤e , σταµατάµε 

Εκτυπώνουµε “Όριο επαναλήψεων” και σταµατάµε 
 
Γ. ΜΕΘΟ∆ΟΣ NEWTON-RAPHSON ΓΙΑ ΜΙΓΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
Η µέθοδος Newton-Raphson µπορεί να γενικευθεί για µιγαδικές εξισώσεις της 
µορφής 
 , 0)( =zf
όπου  µια µιγαδική συνάρτηση µιας µιγαδικής µεταβλητής . Ο τύπος της µεθόδου 
γράφεται 

f z

)('
)(

1

1
1

−

−
− −=

k

k
kk zf

zf
zz ,   ,...2,1=k ,   C∈0z  δεδοµένο, 

όπου '  η µιγαδική παράγωγος της που ορίζεται ως το όριο, αν υπάρχει f f

 
z

zfzzfzf
z ∆

−∆+
=

→∆

)()(lim:)('
0

, 

όπου z∆  το µέτρο του . Ενδιαφέρουσα εφαρµογή της µεθόδου είναι η περίπτωση 
µιας πολυωνυµικής εξίσωσης 

z∆

 . 0...)(:)( 01
1

1 =++++== −
− azazazazpzf n

n
n

n

Η παράγωγος του µιγαδικού πολυωνύµου p  υπολογίζεται όπως για ένα πραγµατικό 
 . 1

1 ...)(' aznazp n
n ++= −

Ξεκινώντας από διάφορα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου , π.χ. από τα σηµεία ενός 
αρκετά µεγάλου πλέγµατος, και εφαρµόζοντας τη µιγαδική µέθοδο Newton-Raphson, 
µπορούµε να υπολογίσουµε έτσι όλες τις ρίζες µιας µιγαδικής πολυωνυµικής 
εξίσωσης.  

C

Ισχύουν και για τη µιγαδική µέθοδο Newton-Raphson θεωρήµατα σύγκλισης 
ανάλογα µε την πραγµατική µέθοδο. 
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