
  

2. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ GAUSS  
 
Έστω  ένα γραµµικό σύστηµα bAx = nn× . Στη µέθοδο απαλοιφής Gauss, 
µετατρέπουµε πρώτα το σύστηµα αυτό σε ένα ισοδύναµο σύστηµα , µε άνω- 
τριγωνικό πίνακα  (δηλ. µε 

'' bxA =
'A 0' =ija  για ), και κατόπιν λύνουµε εύκολα το 

προκύπτον σύστηµα  µε διαδοχικές αντικαταστάσεις αγνώστων. Η µέθοδος 
αποτελείται από δύο φάσεις, την τριγωνοποίηση (ή κλιµακοποίηση) και την πίσω-
αντικατάσταση (ή οπισθοδρόµηση). Στις παρακάτω πράξεις, χρησιµοποιούµε τον 
επαυξηµένο πίνακα 

ji >
'' bxA =

][ bA . 
ΤΡΙΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ. Σε διαδοχικά βήµατα 1,...,1 −= nk , απαλείφουµε το  από τις 
εξισώσεις  έως . Στο βήµα , παίρνουµε τον ακόλουθο επαυξηµένο πίνακα µε 
νέους συντελεστές  και δεύτερα µέλη  

kx
1+k n k

ija ib
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Θεωρούµε το υποσύστηµα των εξισώσεων  έως . Αν όλα τα στοιχεία  
µηδενίζονται, τότε προφανώς 

k n nkkk aa ,...,
0=A , οπότε σταµατάµε (το σύστηµα είναι τότε 

αόριστο ή αδύνατο). Αλλιώς, και εφόσον 0=kka , ανταλλάσσουµε τη γραµµή  του 
πίνακα 

k
][ bA  µε µια γραµµή  τέτοια ώστεi 0≠ika . Μετά, και για , 

πολλαπλασιάζουµε τη γραµµή  του 

nki ,...,1+=

k ][ bA  µε τον πολλαπλασιαστή  και 
την αφαιρούµε από τη γραµµή . Απαλείφουµε έτσι το  από τις εξισώσεις  
έως . Οι πράξεις αυτές γράφονται 

kkiki aap /=

i kx 1+k
n

 ,   , kkiki aap /= nki ,...,1+=
 ,   ,   kjiijij apaa −= nki ,...1+= nkj ,...,= , 
 ,   . kiii bpbb −= nki ,...,1+=
Στο τέλος των παραπάνω πράξεων καταλήγουµε σε ένα γραµµικό σύστηµα µε άνω-
τριγωνικό πίνακα. Αν 0 , σταµατάµε (=nna 0=A ). 
ΠΙΣΩ-ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ. Ξεκινώντας από το /n n nnx b a=  και έχοντας υπολογίσει τα 

, υπολογίζουµε το  από την εξίσωση k  11 ,..., +− kn xx kx

 )(1
1

∑
+=

−=
n

kj
jkjk

kk
k xab

a
x ,   1,...,1−= nk . 

Για λόγους αριθµητικής ακρίβειας, σε κάθε βήµα  της τριγωνοποίησης, και πριν 
απαλείψουµε το , ανταλλάσσουµε τη γραµµή  του πίνακα 

k
kx k ][ bA  µε την γραµµή 

, , που έχει το µεγαλύτερο συντελεστή  σε απόλυτη τιµή. Η πράξη αυτή 
καλείται  µερική οδήγηση κατά στήλη (pivoting) και το επιλεγµένο στοιχείο  
οδηγό στοιχείο. Αν εφαρµόσουµε τη µέθοδο Gauss χωρίς οδήγηση, λόγω 

i ki > ika

ika
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σφαλµάτων του Υπολογιστή (ο οποίος χρησιµοποιεί αριθµητική κινητής 
υποδιαστολής µε ένα πεπερασµένο αριθµό σηµαντικών ψηφίων και στρογγύλευση) η 
αριθµητική λύση µπορεί να διαφέρει κατά πολύ από την ακριβή λύση.  
 
Παράδειγµα 1. Έστω το γραµµικό σύστηµα µε επαυξηµένο πίνακα 
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Ανταλλάσσουµε την πρώτη γραµµή µε τη δεύτερη 
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Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε  και την αφαιρούµε από την τρίτη 2/1
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Πολλαπλασιάζουµε τη δεύτερη γραµµή µε 2/1−  και την αφαιρούµε από την τρίτη 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

3
1

3

300
310
112

 

Υπολογίζουµε τώρα το  από την τρίτη εξίσωση 3x
 13/33 −=−=x , 
αντικαθιστούµε στη δεύτερη για να υπολογίσουµε το  2x
 , 2 31 3 2x x= − − =
και µετά στην πρώτη για το  1x
 . 12/)3( 321 =−−= xxx
 
Παράδειγµα 2 (Επίδραση της οδήγησης).  Έστω το σύστηµα 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 018.1

569.1
436.23454.0

566.10003.0
. 

Η ακριβής λύση είναι  και 101 =x 12 =x . Εφαρµόζουµε πρώτα τη µέθοδο Gauss 
χωρίς οδήγηση, εκτελώντας όλες τις ενδιάµεσες πράξεις µε αριθµητική κινητής 
υποδιαστολής µε 4 σηµαντικά ψηφία (σ.ψ.) και στρογγύλευση. Πολλαπλασιάζουµε 
την πρώτη εξίσωση µε 

 2
0.3454 1151.3333 1151
0.0003

p = = ≈ , 

την αφαιρούµε από τη δεύτερη 
 18051804 2 −=− x , 
και βρίσκουµε 

 2
1805 1.0005543 1.001
1804

x = = ≈ ,   333.31 =x . 

Ας εφαρµόσουµε τώρα τη µέθοδο µε οδήγηση. Έχουµε 
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 2
0.0003 0.0008686
0.3454

p = ≈ , 

οπότε η δεύτερη εξίσωση γίνεται 
 , 568.1568.1 2 =x
και άρα 
 ,   . 000.12 =x 00.101 =x
Η ανακρίβεια της πρώτης λύσης οφείλεται στο ότι το  είναι µικρό σχετικά µε το 

, µε αποτέλεσµα ο πολλαπλασιαστής  να είναι εδώ µεγάλος (και µε µεγάλο 
σφάλµα στρογγύλευσης στα 4 σ.ψ.) σχετικά µε τα στοιχεία της δεύτερης εξίσωσης. 
Κατόπιν προσθέτουµε σχετικά µεγάλους αριθµούς στη δεύτερη εξίσωση και πάλι 
στρογγυλεύουµε στα 4 σ.ψ., αλλοιώνοντας έτσι σηµαντικά τις πληροφορίες της 
δεύτερης εξίσωσης. 

11a

21a 2p

 
Αλγόριθµος 1. 
 ∆ιαβάζουµε τα bAn ,,  
 ΤΡΙΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ 
 Για 1 εκτελούµε µέχρι το 1 ,...,1 −= nk
 Βρίσκουµε ένα δείκτη  τέτοιο ώστε m iknikmk aa

≤≤
= max  

 Αν 0 , σταµατάµε (=mka 0=A ) 

Αν , ανταλλάσσουµε τις γραµµές k  και  του πίνακα km ≠ m ][ bA  
  Για  εκτελούµε µέχρι το 1 nki ,...,1+=
  kkik aap /=  
   Για nkj ,...,1+=  εκτελούµε µέχρι το 2 
2  kjijij paaa −=

1 kii pbbb −=  
 Αν 0 , σταµατάµε (=nna 0=A ) 
. ΠΙΣΩ-ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
  nnnn abx /=
 Για 1,...,1−= nk  εκτελούµε µέχρι το 3 

3  kk

n

kj
jkjkk axabx /)(

1
∑

+=

−=

Εκτυπώνουµε το x  
Σταµατάµε 

 
Στις εφαρµογές (π.χ. κατά την επίλυση χρονικά µεταβαλλόµενων προβληµάτων 
συνοριακών τιµών), έχουµε συχνά να λύσουµε 2  γραµµικά συστήµατα µε κοινό 
πίνακα . Για το σκοπό αυτό, ο παρακάτω τροποποιηµένος αλγόριθµος της µεθόδου 
Gauss εκτελεί πρώτα τις πράξεις της τριγωνοποίησης που αφορούν τον πίνακα , 
αποθηκεύοντας τους πολλαπλασιαστές , 

≥
A

A
)(k

ip nki ,...,1+= , για , κατά 
στήλες στο κάτω-τριγωνικό µέρος του πίνακα , καθώς και τους δείκτες , 

, των επιλεγµένων οδηγών στοιχείων  σε ένα ακέραιο διάνυσµα , 
µετά εκτελεί τις πράξεις που αφορούν το διάνυσµα , και τέλος εκτελεί την πίσω-
αντικατάσταση κανονικά. Με τον τρόπο αυτό εξοικονοµούµε πράξεις, αφού αρκεί να 

1
)

,...,1 −= nk
A (km

1,...,1 −= nk mka l
b
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τριγωνοποιήσουµε τον πίνακα  µια φορά µόνο και να εκτελούµε µετά για κάθε 
διάνυσµα  τις αντίστοιχες πράξεις απαλοιφής και την πίσω-αντικατάσταση. 

A
b

 
Αλγόριθµος 2. (Με αποθήκευση των πολλαπλασιαστών) 
 ∆ιαβάζουµε τα bAn ,,  
 ΤΡΙΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ Α 
 Για 1 εκτελούµε µέχρι το 1 ,...,1 −= nk
 Βρίσκουµε ένα δείκτη  τέτοιο ώστε m iknikmk aa

≤≤
= max  

 Αν 0 , σταµατάµε (=mka 0=A ) 
  mlk =
 Αν , ανταλλάσσουµε τις γραµµές k  και  του πίνακα  km ≠ m A
  Για  εκτελούµε µέχρι το 1 nki ,...,1+=
  kkikik aaa /=  
   Για nkj ,...,1+=  εκτελούµε µέχρι το 1 
1    kjikijij aaaa −=

 Αν 0 , σταµατάµε (=nna 0=A ) 
ΠΡΑΞΕΙΣ ΠΑΝΩ ΣΤΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ b 

 Για 1 εκτελούµε µέχρι το 2 ,...,1 −= nk
  klm =
 Αν , ανταλλάσσουµε τα δεύτερα µέλη  και  km ≠ kb mb

 Για  εκτελούµε µέχρι το 2 nki ,...,1+=
2  kikii babb −=  

ΠΙΣΩ-ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
  nnnn abx /=
 Για 1,...,1−= nk  εκτελούµε µέχρι το 3 

3  kk

n

kj
jkjkk axabx /)(

1
∑

+=

−=

Εκτυπώνουµε το x  
Σταµατάµε 

 
Υπολογισµός αντίστροφου και ορίζουσας ενός πίνακα. 
∆ύο ενδιαφέρουσες εφαρµογές της µεθόδου απαλοιφής Gauss είναι ο υπολογισµός 
του αντίστροφου και της ορίζουσας ενός nn×  πίνακα  . Ο αντίστροφος είναι ένας 
(άγνωστος) πίνακας 

A
1−= AX  τέτοιος ώστε 

 IAX = , 
όπου I  ο µοναδιαίος  πίνακας. Η εξίσωση πινάκων αυτή ισοδυναµεί µε την 
επίλυση των  γραµµικών συστηµάτων µε κοινό πίνακα  

nn×
n A

 j jAx e= ,   , nj ,...,1=
όπου jx  η στήλη j  του πίνακα X  και  το je j -οστό διάνυσµα της κανονικής βάσης 

του nR , τα οποία µπορούν να λυθούν µε τον Αλγόριθµο 2, εκτελώντας µια φορά 
µόνο την τριγωνοποίηση του πίνακα . A
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Για να υπολογίσουµε την ορίζουσα του , εφαρµόζουµε την τριγωνοποίηση της 
µεθόδου Gauss πάνω στον πίνακα  µόνο (1ο µέρος του Αλγορίθµου 1 ή 2), οπότε η 
ορίζουσα του  είναι 

A
A

A

 ∏
=

−=
n

i
ii

s aA
1

')1( , 

όπου  τα διαγώνια στοιχεία του τελικού τριγωνοποιηµένου πίνακα και  ο 
αριθµός των ανταλλαγών που έχουν γίνει κατά τη διάρκεια της τριγωνοποίησης. 

iia' s

 
Συστήµατα  nm×
Έστω ένα γραµµικό σύστηµα nm× , ή nn×  µε 0=A . Εφαρµόζουµε εδώ τη µέθοδο 
απαλοιφής Gauss µε µερική οδήγηση κατά γραµµή (δηλ. µε ανταλλαγές αγνώστων 
αντί γραµµών). Κατά τη διάρκεια της τριγωνοποίησης, κάθε φορά που συναντάµε µια 
εξίσωση  της µορφής  k
 ,   µε , kb=0 0

0

=kb
την παραλείπουµε. Αν συναντήσουµε µια εξίσωση της µορφής 
 ,   µε , kb=0 ≠kb
τότε το σύστηµα είναι προφανώς αδύνατο και σταµατάµε. Αλλιώς, εφαρµόζουµε την 
απαλοιφή Gauss (συνήθως µε µερική οδήγηση κατά στήλη, για λόγους ακρίβειας) και 
καταλήγουµε σε ένα σύστηµα της µορφής 
 1111211 ......

21
bxaxaxaxa

nr jnjrjj =+++++   
    ... ... ... 
            rjrnjrr bxaxa

nr
=++ ...  

      00 =   
      ... rm −  

      00 =   
µε nr ≤ , mr ≤ . Αν nr = , λύνουµε µονοσήµαντα το σύστηµα µε πίσω-
αντικατάσταση. Αν nr < , δίνουµε αυθαίρετες τιµές στις “αυθαίρετες” αγνώστους 

 έως και λύνουµε το σύστηµα ως προς τις υπόλοιπες αγνώστους µε πίσω-
αντικατάσταση. Το σύστηµα είναι τότε αόριστο. Για την πρακτική επίλυση, δίνουµε 
διαδοχικά στις 

1+rj
x

nj
x

rn −  αυθαίρετες αγνώστους τις τιµές 
  )1,...,0(),...,0,...,0,1,0(),0,...,0,1( ,
για να υπολογίσουµε µια βάση του χώρου των λύσεων του οµογενούς συστήµατος 

, και µετά δίνουµε µηδενικές τιµές στις αγνώστους αυτές για να υπολογίσουµε 
µια ειδική λύση του µη οµογενούς συστήµατος 

0=Ax
bAx = . Η γενική λύση του 

συστήµατος  δίνεται τότε από το άθροισµα της ειδικής λύσης του µη 
οµογενούς συστήµατος συν ένα γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της 
παραπάνω βάσης λύσεων του οµογενούς συστήµατος. 

bAx =
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