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ΜΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε αριθµητικές µεθόδους για την προσεγγιστική 
επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων και συστηµάτων. Γενικά, µια εξίσωση της µορφής 

, όπου η ( ) 0f x = f  δεν είναι γραµµική, δεν µπορεί να λυθεί ακριβώς (για 
παράδειγµα, είναι γνωστό ότι, για , οι ρίζες ενός πολυωνύµου βαθµού  δεν 
µπορούν να υπολογιστούν µε στοιχειώδεις αλγεβρικές πράξεις). Μάλιστα, και όταν 
ακόµα η λύση δίνεται “σε κλειστή µορφή” ενός τύπου, ο τύπος αυτός απαιτεί συχνά 
πολύ περισσότερο χρόνο για τον υπολογισµό του από τις αριθµητικές µεθόδους. 

4n > n

Οι προσεγγιστικές µέθοδοι που θα µελετήσουµε είναι συνήθως επαναληπτικές της 
µορφής 1(k k )x g x −= , όπου η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει, µε κατάλληλες υποθέσεις σε 
µια λύση της εξίσωσης . Η ταχύτητα σύγκλισης εξαρτάται βέβαια από τις 
ιδιότητες της συνάρτησης 

( ) 0f x =
f  και από τη µέθοδο που χρησιµοποιούµε. Συχνά, είναι 

καλή πρακτική να αρχίζουµε τις επαναλήψεις µε µια (συνήθως αργή) µέθοδο που 
“εντοπίζει” περίπου µια λύση (π.χ. τη µέθοδο της ∆ιχοτόµησης) και µετά να 
συνεχίζουµε µε µια ταχύτερη µέθοδο (π.χ. τη µέθοδο Newton-Raphson) για 
µεγαλύτερη ακρίβεια. 
Μη γραµµικές εξισώσεις και συστήµατα προκύπτουν, σαν υποπροβλήµατα, κατά την 
επίλυση µη γραµµικών συνήθων και µερικών διαφορικών εξισώσεων, µη γραµµικών 
ολοκληρωτικών εξισώσεων, καθώς και σε προβλήµατα βελτιστοποίησης, βέλτιστου 
ελέγχου και µοντελοποίησης. 
 
1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ 
 
Α. ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ ΡΙΖΩΝ 
Έστω µια µη γραµµική αλγεβρική εξίσωση της µορφής 
  ( ) 0.f x =
Συνήθως, πριν εφαρµόσουµε κάποια αριθµητική µέθοδο επίλυσης µιας τέτοιας 
εξίσωσης, είναι χρήσιµο να βρούµε µια περιοχή που περιέχει µια λύση, δηλ. µια ρίζα 
της f . Αυτό µπορεί να γίνει π.χ. γραφικά θεωρώντας το γράφηµα της f , ή τα 
γραφήµατα των 1f  και 2f , αν η εξίσωση δίνεται στη µορφή 1 2( ) ( ).f x f x=  
 
     1 
 
 
 
        x  π/2 
 
 

cosx x=  
 

Σχήµα 1 
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Έστω f  µια παραγωγίσιµη συνάρτηση σε ένα διάστηµα [ . , ]a b
- Αν ,  τότε η ( ) ( ) 0f a f b < f  έχει µονό αριθµό 1 ή άπειρο αριθµό ριζών στο [ . 
Αν, επιπλέον,  στο [ , τότε η 

≥ , ]a b
'( ) 0f x ≠ , ]a b f  έχει µια µοναδική ρίζα στο [ .  , ]a b

- Αν ,  τότε η ( ) ( ) 0f a f b > f  είτε δεν έχει καµία ρίζα στο , είτε έχει ζυγό ή 
άπειρο αριθµό ριζών στο [ .  

[ , ]a b
, ]a b

 
 f(a)f(b)<0     f(a)f(b)<0 
 
 
 
        c 
 
  f’≠ 0           f’(c)=0 
            
 
 f(a)f(b)>0     f(a)f(b)>0 
 
 
 
 
   a     b           a                  c       b 
            διπλή  
             ρίζα   
 
 

Σχήµα 2 
 
Ένας εύκολος τρόπος εύρεσης διαστηµάτων  µε  είναι να 
υπολογίσουµε τις τιµές της 

[ , ]a b ( ) ( ) 0f a f b ≤
f  σε σηµεία ix ih= ±  (σάρωση), µε βήµα  σχετικά 

µικρό, και να εξετάσουµε τα πρόσηµα της 
h

f  στα άκρα των υποδιαστηµάτων (βλ. 
Σχήµα 3). Για να υπολογίσουµε µια ρίζα σε ένα τέτοιο διάστηµα, µπορούµε µετά να 
εφαρµόσουµε µια από τις µεθόδους διχοτόµησης που περιγράφονται παρακάτω. 
 
    
 
              
               f(a)f(b)<0 
 | | | | | | | | |  

    h  a b    
 
 
 
 

Σχήµα 3 
 

Οι δε επαναληπτικές µέθοδοι που περιγράφονται στο κεφάλαιο αυτό συγκλίνουν 
συνήθως αν το αρχικό σηµείο επιλεγεί αρκετά κοντά σε µια ρίζα της f . Για την 
εύρεση τέτοιων αρχικών σηµείων, υπολογίζουµε πρώτα τις τιµές της f  σε σηµεία 
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ix ih= ±  και επιλέγουµε σαν αρχικά τα σηµεία ix  που ικανοποιούν ( )if x ε≤ , για ε  
σχετικά µικρό δεδοµένο. Εφαρµόζουµε µετά την επαναληπτική µέθοδο για κάθε 
τέτοιο αρχικό σηµείο. Υπολογίζουµε έτσι όσο το δυνατό περισσότερες ρίζες της f . 
 
Β. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ∆ΙΧΟΤΟΜΗΣΗΣ 
 
Έστω  µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη και συνεχής σε ένα διάστηµα , 
τέτοια ώστε 0 . Θεωρούµε την εξίσωση, για 

f ]
]

,[ ba
)()( ≤bfaf ,[ bax∈  

0)( =xf .  
Το Θεώρηµα Bolzano εξασφαλίζει τότε την ύπαρξη µιας τουλάχιστο λύσης της 
εξίσωσης αυτής, δηλαδή µιας ρίζας της  στο ] . Η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης 
χρησιµοποιείται για την εύρεση µιας προσέγγισης µιας τέτοιας ρίζας. Στη µέθοδο 
αυτή, κατασκευάζουµε µια ακολουθία διαστηµάτων  και µια ακολουθία 
σηµείων )  µε τον ακόλουθο τρόπο. Αρχικά, θέτουµε 

f ,[ ba

]),([ kk ba
( kx

 ,  ,  aa =0 bb =0 2
00

0
ba

x
+

= . 

Αν 0 , τότε θέτουµε )()( 00 ≤xfaf

01 aa = ,  . 01 xb =
Αλλιώς, ισχύει αναγκαστικά 0)()( 00 ≤bfxf , οπότε θέτουµε 

01 xa = ,  . 01 bb =
Μετά θέτουµε 

 
2

11
1

bax +
= . 

Επαναλαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία στο νέο διάστηµα  κ.ο.κ.  ],[ 11 ba
Γενικά, για κάθε ,...1,0=k , έχουµε 

0)()( ≤kk bfaf    και   
2

kk
k

ba
x

+
= . 

 
 
          
 
           a              x1   x0
 
             x             b 
        
  
 

Σχήµα 4 
 
Στο παρακάτω θεώρηµα αποδεικνύεται η σύγκλιση της µεθόδου της ∆ιχοτόµησης και 
ταυτόχρονα η ύπαρξη µιας λύσης της εξίσωσης 0)( =xf  στο διάστηµα ]  (δηλ. 
δίνεται µια εναλλακτική κατασκευαστική απόδειξη του Θεωρήµατος Bolzano). 

,[ ba

 
Θεώρηµα 1. Η ακολουθία )  που κατασκευάζεται µε τη µέθοδο της διχοτόµησης 
συγκλίνει σε µια λύση της εξίσωσης 

( kx
( ) 0f x =  στο ]  όταν ,[ ba ∞→k . 
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Απόδειξη. Η ακολουθία )  είναι αύξουσα και άνω φραγµένη από το , η δε 
ακολουθία )  είναι φθίνουσα και κάτω φραγµένη από το , και . 
Εποµένως, οι ακολουθίες αυτές συγκλίνουν, 

( ka b
( kb a k ka b<

ka a→ , kb → b , και έχουµε 
αναγκαστικά 

k ka a a b b b≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 
Επειδή όµως 

0 0
2k k k

b ab a b a −
≤ − ≤ − = → , 

και 
 , kkk bxa <<

συµπεραίνουµε ότι : [ , ]x a b a b= = ∈  και ότι οι τρεις ακολουθίες ,  και (  
συγκλίνουν στο ίδιο όριο 

)( ka )( kb )kx
x . Εξάλλου, από την επιλογή του κάθε διαστήµατος 

, έχουµε [ , ]k ka b
 , 0)()( ≤kk bfaf
και παίρνοντας το όριο, βρίσκουµε, αφού η  είναι συνεχής f
 0)(0 2 ≤≤ xf , 
δηλαδή 

0)( =xf . 
 
Εκτίµηση Σφάλµατος. 
Έχουµε την εκτίµηση σφάλµατος της µεθόδου της διχοτόµησης 

 kk
kkkk

k eababxbaxx =
−

=
−

≤−
+

=− + :
222 1

00 . 

 
k    ka kx        kb )( kxf ke
______________________________________________________________ 
0 1(-)  1.5(+)  2(+)  0.875  0.5 
1 1(-)  1.25(-)  1.5(+)  -0.297  0.25 
2 1.25(-)  1.375(+) 1.5(+)  0.225  0.125 
3 1.25(-)  1.3125(-) 1.375(+) -0.051  0.0625 
4 1.3125(-) 1.34375(+) 1.375(+) 0.083  0.03125 
5 1.3125(-) 1.328125(+) 1.34375(+) 0.015  0.015625 
…………………………………………………………………………………. 
10   1.324707   -0.0000466 0.000488 
…………………………………………………………………………………. 
20   1.324718   0.0000002 0.0000005 
 
(Σε παρένθεση δίνεται το πρόσηµο της αντίστοιχης τιµής της  στο σηµείο). f

 
Πίνακας 1 

 
Παράδειγµα 1. Έστω η εξίσωση 0 , και 1)( 3 =−−= xxxf 1=a , . Έχουµε 

 και 5 , άρα ισχύει εδώ 0
2=b

1)1( −=f )2( +=f )2()1( <ff . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο 
της διχοτόµησης, βρίσκουµε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 1. 
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Η σύγκλιση της µεθόδου της διχοτόµησης είναι αργή συγκριτικά µε άλλες ταχύτερες 
µεθόδους (π.χ. Newton-Raphson και Τέµνουσας), τις οποίες και θα µελετήσουµε 
αργότερα. Η µέθοδος όµως έχει το πλεονέκτηµα να “εντοπίζει” µια ρίζα, δηλαδή να 
βρίσκει ένα µικρό διάστηµα που περιέχει τη ρίζα αυτή, και γι’αυτό το λόγο 
χρησιµοποιείται σαν αρχική µέθοδο για την εύρεση µιας πρώτης προσέγγισης µιας 
ρίζας. 
∆ίνεται παρακάτω ο αλγόριθµος της µεθόδου της διχοτόµησης. Γενικά, ένας 
αλγόριθµος αποτελείται από το σύνολο των λογικών ή/και αριθµητικών πράξεων µιας 
µεθόδου, δοµηµένο έτσι ώστε ο αλγόριθµος να µπορεί εύκολα να µεταφραστεί σε 
κάποια γλώσσα προγραµµατισµού για Υπολογιστή (π.χ. MATLAB, FORTRAN, 
PASCAL, BASIC, C, κλπ.). Στην αλγοριθµική γλώσσα, όταν γράφουµε x e= , 
εννοείται ότι η υπολογισµένη τιµή της έκφρασης e  εκχωρείται στο x . 
 
Αλγόριθµος. 

Ορίζουµε τη συνάρτηση  f
∆ιαβάζουµε τα n (αριθµός ασφαλείας), ε , ,   a b

  )
)

2

(affa =
  (bffb =
 Αν 0 , σταµατάµε >ba ff
  /)( abe −=
 Για  εκτελούµε µέχρι το 1   nk ,...,0=
 eax +=  
  )(xff x =

Εκτυπώνουµε τα k , a , b , x , , e  xf
  xa ffp =

Αν 0 , πηγαίνουµε στο 2 >p
  xb =

xb ff =  
Πηγαίνουµε στο 3 

2 xa =  
xa ff =  

3 Αν ε≤e , σταµατάµε 
1  2/ee =

Εκτυπώνουµε “Όριο επαναλήψεων” και σταµατάµε 
 
Γ. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΕΣΦΑΛΜΕΝΗΣ ΘΕΣΗΣ (REGULA FALSI) 
 
 
 
 
 
 
 
     a x0 
 
              x         b 
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Σχήµα 5 

 
Τέλος, αναφέρουµε εδώ τη µέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης, ή Regula Falsi, η οποία 
αποτελεί µια παραλλαγή της µεθόδου της διχοτόµησης όπου, αντί του µέσου του 
κάθε επιλεγµένου υποδιαστήµατος, επιλέγουµε σε κάθε επανάληψη το σηµείο (βλ. 
Σχήµα 5) 

 
)()(

)()(

kk

kkkk
k afbf

afbbfa
x

−
−

= . 
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