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ΓΡΑΜΜΙΚΑ  ΚΑΙ  ΜΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΑ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η απ’ευθείας επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 100 εξισώσεων µε 100 αγνώστους 
µε τους γνωστούς από την Άλγεβρα τύπους Cramer µε ορίζουσες απαιτεί 
υπολογιστικό χρόνο περισσότερο από 10140 αιώνες σε ένα µεγάλο σύγχρονο 
Υπολογιστή, ο οποίος, σηµειωτέον, εκτελεί 109 πράξεις ανά δευτερόλεπτο. 
Χρησιµοποιώντας τώρα την αριθµητική µέθοδο απαλοιφής Gauss που περιγράφεται 
στην §2, το σύστηµα αυτό µπορεί να λυθεί µε τον ίδιο Υπολογιστή σε λιγότερο από 
ένα δευτερόλεπτο! 
Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε διάφορες αριθµητικές µεθόδους για την επίλυση 
γραµµικών συστηµάτων της µορφής Ax b= . ∆ιακρίνονται δύο κατηγορίες τέτοιων 
µεθόδων, οι άµεσες και οι έµµεσες. Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν οι µέθοδοι 
απαλοιφής (π.χ. τύπου Gauss) και παραγοντοποίησης (π.χ. LU, Choleski), και στη 
δεύτερη οι επαναληπτικές µέθοδοι (π.χ. Jacobi, Gauss-Seidel). 
Εκτός από την ταχύτητα επίλυσης ενός γραµµικού συστήµατος στον Υπολογιστή, ένα 
σηµαντικό πρόβληµα που τίθεται είναι η “ευστάθεια” ή “κατάσταση” του 
συστήµατος, δηλαδή η αξιοπιστία της αριθµητικής λύσης. Αναπτύσσουµε λοιπόν εδώ 
τη σχετική θεωρία ευστάθειας ενός γραµµικού συστήµατος. 
Παραδείγµατα προβληµάτων που ανάγονται στην επίλυση ενός ή περισσοτέρων 
γραµµικών συστηµάτων είναι οι συνήθεις και οι µερικές διαφορικές εξισώσεις, οι 
ολοκληρωτικές εξισώσεις, οι πολυωνυµικές και άλλες προσεγγίσεις συναρτήσεων, η 
εκτίµηση παραµέτρων µε τα ελάχιστα τετράγωνα, τα προβλήµατα βελτιστοποίησης 
και βέλτιστου ελέγχου κ.ά. Ακόµα και τα µη γραµµικά συστήµατα, και άλλα µη 
γραµµικά προβλήµατα, ανάγονται στην επίλυση µιας ακολουθίας γραµµικών 
συστηµάτων. 
Ένα άλλο γραµµικό πρόβληµα που θα µελετήσουµε εδώ είναι ο αριθµητικός 
υπολογισµός των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων ενός πίνακα. Οι ιδιοτιµές και τα 
ιδιοδιανύσµατα παίζουν µεγάλο ρόλο σε πολλούς κλάδους της Επιστήµης και της 
Τεχνολογίας (π.χ. προβλήµατα συντονισµού). 
Η τελευταία παράγραφος του κεφαλαίου αποτελεί µια εισαγωγή στις µεθόδους 
επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων (µέθοδοι σταθερού σηµείου, Newton-Raphson 
και Quasi-Newton). 
 
1. ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ – ΓΕΝΙΚΑ 
 
Έστω ένα σύστηµα m  γραµµικών εξισώσεων µε  αγνώστους n
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όπου τα  καλούνται συντέλεσες του συστήµατος, τα  δεύτερα µέλη και τα  
άγνωστοι. Γράφουµε το σύστηµα αυτό στη µορφή 
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όπου  ο πίνακας του συστήµατος,  το διάνυσµα δεύτερο µέλος και A b x  το άγνωστο 
διάνυσµα 

 ,   b
11 1

1

...
... ... ...

...

n

m mn

⎥
⎥

a a
A

a a

⎡ ⎤
⎢= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

...

m

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,   . 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

nx

x
x ...

1

Ορίζουµε επίσης το χρήσιµο για τους υπολογισµούς επαυξηµένο πίνακα του 
συστήµατος 
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Ένα διάνυσµα x  τέτοιο ώστε bAx =  καλείται λύση του συστήµατος. Από την 
Άλγεβρα γνωρίζουµε ότι ένα σύστηµα bAx =  είναι είτε οµαλό (δηλ. έχει µια 
µοναδική λύση), είτε αόριστο (έχει άπειρο πλήθος λύσεων), είτε αδύνατο (δεν έχει 
λύση). Υπενθυµίζεται το ακόλουθο βασικό θεώρηµα της Άλγεβρας. 
 
Θεώρηµα 1. Έστω  ένας  πίνακας. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: A nn×
(α) Η ορίζουσα A  του  δεν µηδενίζεται, A
(β) Το σύστηµα  έχει µια µοναδική λύση για κάθε διάνυσµα b , bAx =
(γ) Το οµογενές σύστηµα  έχει τη µοναδική λύση 0=Ax 0=x , 
(δ) Ο πίνακας  έχει αντίστροφο , A 1−A
(ε) Οι στήλες του  είναι γραµµικά ανεξάρτητες, A
(η) Οι γραµµές του  είναι γραµµικά ανεξάρτητες. A
Αν ισχύουν οι παραπάνω προτάσεις, τότε ο πίνακας  λέγεται οµαλός και η λύση A x  
του οµαλού γραµµικού συστήµατος bAx =  δίνεται από  και οι 
συντεταγµένες του 

bAx 1−=
x  από τους τύπους Cramer 
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Υπενθυµίζεται ότι, σε ένα γραµµικό σύστηµα bAx = , αν πολλαπλασιάσουµε µια 
εξίσωση µε µια σταθερά , ή αν προσθέσουµε ένα πολλαπλάσιο µιας εξίσωσης 
σε µια άλλη, ή αν ανταλλάξουµε δύο εξισώσεις, τότε το προκύπτον σύστηµα  
είναι ισοδύναµο, δηλ. έχει το ίδιο σύνολο λύσεων, µε το αρχικό. 
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