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Άσκηση 1.3 σελ. 4 
 
α) εύκολο 
β) Αφού C  θα είναι και λόφω του α) θα είναι 0 ⊂ F0 0F 0F0( ) ( )σ ⊂ σC 0( )Cσ ⊂ . Για 
την απόδειξη του αντίθετου εγκλισµού θεωρούµε την κλάση  

0 0{ : (E A F A C= ∈ Ω ∈σ∩ )} 
Για την κλάση υποσυνόλων  παρατηρούµε ότι C  διότι για τυχόν E E⊂ A C∈  ισχύει 

 Επίσης η κλάση  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω διότι : 0 0 0( )A C CΩ ∈ ⊂ σ∩ .

0 )
E

i) Ω Ω  αφού η 0 0 (C= Ω ∈σ∩ 0( )Cσ  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του . 0Ω
ii) Αν  τότε κατά τον ορισµό της  είναι A E∈ E 0 ( )A 0CΩ ∈σ∩

0\ A Ω∩
 και συνεπώς 

. Οµως  και άρα 0 0\ AΩ Ω∩ 0( )C∈σ 0 0( \ )Ω Ω = Ω∩A 0 0( \ ) ( )A CΩ Ω ∈σ∩  

iii) Αν {  τότε , }nA n E∈ ⊂ 0 (nA 0 )CΩ ∈σ∩  και άρα  0 0
1

( ) (n
n

A C
∞

=

Ω ∈σ∩∪ )

0 )CΣυνεπώς ( ) , δηλαδή, 0
1

(n
n

A
∞

=

Ω ∈σ∩∪
1

n
n

A E
∞

=

∈∪ . Ωστε η Ε είναι σ-άλγεβρα και 

περιέχει την C και συνεπώς περιέχει και ( )C Fσ = . Αν τώρα 0 ,A A FΩ ∈∩  είναι 
τυχόν στοιχείο της  τότε δηλαδή 0F A∈E 0 ( )0CA Ω ∈σ∩ , δηλαδή  0 0( )F C⊂ σ
γ) εύκολο 
 
Άσκηση 3.2 σελ. 13 
Έστω ένα σύστηµα Dynkin. Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται οι (i)-(iv) της 
άσκησης. Οι (i) και (ii) από τον ορισµό. Για την (iii)  αρκεί να παρατηρήσουµε ότι  

D

A B A B ..= ∅ ∅∪ ∪ ∪ ∪ ∪
A B ...∅ ∅∪ ∪ ∪ ∪

.  και αφού δύο οποιαδήποτε σύνολα της ένωσης  
 έχουν τοµή το κενό συµπεραίνουµε ότι A B∈∪

2 ...
D . Αποµένει η 

(iv). Πράγµατι θέτουµε  Από την (ii) 
συµπεραίνουµε ότι  . Επίσης τα σύνολα  είναι ξένα ανά δύο και 

ισχύει ∪  άρα κατά τον ορισµό 

1 1 2 2 1 3 3A ,B A \ A ,B A \ A ,= = =
n∀ ∈ nB

n
n 1

A
∞

=
∪

B

nB ∈ D

n n
n 1 n 1

A B
∞ ∞

= =

=∪ ∈D . 

Αντίστροφα έστω ότι η κλάση  ικανοποιεί τις (i)-(iv) της άσκησης. Θα δείξουµε ότι 
ικανοποιούνται οι (i),(ii),(iii) του ορισµού του συστήµατος Dynkin . Αρκεί να γίνει 
για την (iii). Έστω {A  µε 

D

}n : n∈ ⊂ D i jA A =∅∩  i j∀ ≠ . Θέτουµε 

και γενικά . Από την (ii) της άσκησης 

έχουµε(εύκολα µε επαγωγή) ότι 

1 1 2 1B A ,B A= = ∪ 2A
n

k
k 1

A
=
∪nB =

nB ∈ D  και αφού n nB B 1+⊂  n∀ ∈  θα έχουµε από 

την (iv) ότι n
n 1

B
∞

=

∈∪ D . Όµως . n n
n 1

A B
n 1

∞ ∞

= =

=∪ ∪
 
 



Άσκηση 3.4 σελ. 13 
α) Αν το µέτρο P΄ έχει την ιδιότητα (3.3) συµπεραίνουµε ότι  Ρ΄(Ε)=Ρ(Ε) για κάθε 
Ε∈ . Όµως η κλάση  είναι ηµιδακτύλιος και 2P 2P 2 ( 2 )B Pσ= . Αρκεί να 
επικαλεστούµε την πρόταση 3.3 σελ. 12. 
β) Για τυχόν Ι=(α,β]∈  θεωρούµε την κλάση 'P {φ = Α∈ 1 :B 1 2P(A I) P (A) P (B)}× = ⋅  
Θα δείξουµε ότι η κλάση φ  είναι ένα σύστηµα Dynkin υποσυνόλων του . 
Πράγµατι  κα άρα 

 
(3.3)

=

n

(n,n 1
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P(( (n,n 1]=

]+

)+ ×
nn n

P( I) I) P( (n,n 1] I) P( (n,n 1]) I)
∈∈ ∈

× = + × = + ×∑∪ ∪ ∪
1 2 2 1 2

n n
P ((n,n 1]) P (I) P (I) P ((n,n 1]) P (I) P ( )

∈ ∈

= + ⋅ = ⋅ + = ⋅∑ ∑ 1  άρα φ∈ . 

Αν τώρα Α, Β φ∈  µε  τότε βέβαια  A B⊂

1 2

1 2

P(A I) P (A)P (I)
P(B I) P (B)P (I)

× =
× =

 

άρα  και συνεπώς 1 2 1 2P(B I) P(A I) P (B)P (I) P (A)P (I)× − × = −

1P(B I \ A I) P (B \ A) P (I)× × = ⋅ 2 . Όµως B I \ A I (B \ A) I× × = ×  (εύκολο) 
Τελικά B \ A∈φ . 
Έστω τώρα { nA ,n }∈ ⊂ φ  µε i jA A =∅∩  i j∀ ≠  

Από την      συµπεραίνουµε ότι  

και αφού τα  είναι ξένα ανά δύο . 

n 1 2P(A I) P (A)P (I)× =

nA I×

n 1 n
n 1 n 1

P(A I) P (A )P (I)
∞ ∞

= =

× =∑ ∑

n 2 1 n
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P( (A I))× =

Όµως  (επαληθεύστε) n
n 1 n 1

(A I) ( A ) I
∞ ∞

= =

× = ×∪ ∪

Τελικά  άρα n 1 n
n 1 n 1

P(( A ) I) P ( A )P (I)
∞ ∞

= =

× =∪ ∪ n
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A
∞

=

∈∪ φ . 

Ώστε φ  είναι σύστηµα Dynkin και προφανώς λόγω της (3.3) περιέχει τα σύνολα της 
 άρα 1P φ ⊃ d( = . Αφού η κλάση 1)P 1( )P Bσ = 1 φ περιέχει την 1B  έχουµε αποδείξει 

ότι  P(A  ∀ ∈1 2 (I) AI)× = P (A)P 1B . (1) 
Για τυχόν Α 1B∈  θεωρούµε την κλάση {ε = Β 1 :B∈ P(A×B)= P ( } 1 2A)P (B)
Όπως προηγουµένως αποδεικνύεται ότι η ε  είναι σύστηµα  Dynkin υποσυνόλων του 
που λόγω της (1) περιέχει  και άρα 1P ε ⊃ d( )=1P 1B  δηλαδή ε 1B⊃  (µάλιστα =) 

Και άρα έχουµε αποδείξει ότι: P(A×B)=   1 2P (A)P (B) ∀Β 1B∈ . 
 
 Άσκηση 4.1 σελ. 14 
Επαγωγικά στο κ ∈  
Για 1  είναι προφανές από τον ορισµό του ηµιδακτυλίου . κ =

Έστω τώρα ότι ισχύει για δηλ. κ = λ
m

i i
i 1 i 1

A \
λ

= =

Α = Β∪ ∪ (*) 



Τότε 
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c c c c c

i i 1 i 1 i
i 1 i 1 i 1 i 1 i 1

A \ A ( ) A A A ( ) A (A \ A ) A
λ λ λ λ λ

λ λ

+ +

+ +
= = = = =

Α = Α = Α = Α = =∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩∪ ∪ ∩ ∪ ∪ c
1λ+

1λ+

m m m(*)
c c

i 1 i 1 i
i 1 i 1 i 1

( B ) A (B A ) (B \ A ).λ λ+ +
= = =

= == ∩ ∩∪ ∪ ∪
i 1B \ A

 Από τον ορισµό του ηµιδακτυλίου 

κάθε ένα από τα λ+
m

i 1

(B
=

 (i=1,2,..,m) γράφεται ως ένωση ξένων µεταξύ τους 

υποσυνόλων από τον ηµιδακτύλιο και άρα ∪ =i 1\ A )λ+ j
j 1

ν

=

Γ∪ όπου Γ , j=1,…,ν 

ξένα µεταξύ τους αφού 

j

i 1B \ Aλ+ , i=1,…,m είναι ξένα. 
 
Άσκηση 4.3 σελ. 15 

Θέτουµε . Από υπόθεση Αn
n 1

A A
∞

=

=∪ ∈ 0F . Σύµφωνα µε την άσκηση 4.1 

 όπου ξένα µεταξύ τους και συνεπώς 

Α . Από υπόθεση επίσης τα σύνολα  είναι ξένα µεταξύ 

τους και από την (*) προκύπτει ότι ( A

k m

n i
i 1

B (*)
= =

=∪ ∪
k m

n
i 1

A ( B )
= =

∪ ∪
i 1

A \ A
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) ( B
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0 0
n 1

A) P (A=
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P (

  και συνεπώς τα σύνολα 

 ,   είναι ξένα µεταξύ τους άρα  

αφού η  είναι απλώς προσθετική από υπόθεση. Από την τελευταία συµπεραίνουµε 

ότι ∑ για κάθε k

1 kA ,...,A

k

n 1

P ( A
=

1B ,...,B

0P

0 n 0A ) P (≤

m i

k m

n 0
i 1

) P (B )
= =

+∑ ∑

) ∈  και άρα ∑ . 0 n 0A ) P (A)≤
n 1

P (
∞

=

Από την εκφώνηση έχουµε ήδη την αντίθετη ανισότητα και τελικά τη ζητούµενη 
ισότητα. 
 
 Άσκηση 4.5 σελ. 16 

Θέτουµε Α=∪  n
n 1

A
∞

=

Τότε Α=   και συνεπώς 
k k

n
n 1 n 1

(A \ A ) ( A )
= =

∪∪ ∪ n

Επίσης και συνεπώς από την  (*) παίρνουµε ότι 

 

Όµως (επαληθεύστε) και η ακολουθία  είναι 

φθίνουσα και συνεπώς κατά την εκφώνηση =0 

k
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∞
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= ∅∩ ∪
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k n
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∞

= =

=∑ ∑  



                        

 
λ. 19
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n 1

P(A) P(A )
∞

=

=∑

Άσκηση 4.8 σε

 ( )φ σ= ∪F N . Θα δείξουµε ότι 
__

φ=F . Έστω τυχόν Ε∈
__

F

το E A N= ∪  ∈F και Ν ∈N  και Ν . 

Ν

άρα Α,  ∈ ∪F N

Συνεπώς Α )N φ= . ∆είξαµε λ  ότι 
__

F φ⊂ . Επε  από τον ορισµό 

της 
__

F  βλέπουµε άµ σα ό
__

F  συ ραίνουµ τι 
__

F N F⊂∪   

 

έτουµεΘ . Τότε σύµφωνα 

µε Αµε τον ορισµό της 
__

F  

∪ (Fσ∈ ∪

ε τι ,F N ⊂ ε ό
__

( )F N Fσ ⊂∪ . 
Άσκηση 5.2 σελ. 19 

οιπόν ιδή

µπε και άρα

 
Εύκολα διαπιστώνεται ότι 

c} ={  (c ,c)−∩   και επειδή η ακολουθία ( 1c ,
n

−  

n n
P({c}) ,c] lim P(F(c) F(c lim F(c ) F(c) F

n n n
= − − − − = −

1∞

c] είναι φθίνουσα έχουµε 
n 1 n=

1
n

1 1lim P(c )) F(c) (c )= − =  −

 
Άσκηση 6.1 σελ. 26 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι οι κλάσεις 1 { },..., { }mC CΩ Ω∪ ∪  

                 1 {ε = i i
i 1

A : A
=

∈∩ C i { }Ω∪  

 

είναι ανεξάρτητες. 
εωρούµε τις παρακάτω κλάσεις υποσυνόλων  Θ

k

για i=1,2,…,k} 

                 για j=k+1,2,…,m2 {ε =
m

j j
j k 1

B : B
= +

∈∩ C j { }Ω∪

∈ ε τότε Α ναι ανεξάρτητες όπω

} 

Τότε οι κλάσεις 1ε , 2ε  

i ∩ Β ∈ ε i (ι
και άρα 1 2( ), ( )σ ε σ ε ίναι ανεξάρτητες κατά την πρόταση 6.1. Όµως  ε

1ε 1 ...∪ ∪ kC C 2 1 ...⊃  , ε +⊃ ∪ ∪k mC C  και 1 1Fε ⊂  και 2 2Fε ⊂ . Άρα 

1 2( ) .F1, 2 )( Fσ ε = =  σ ε

είναι κλειστές ως προς την πεπερασµένη τοµή δηλ. αν Α,Β 
=1,2). Επίσης εί ς διαπιστώνεται αµέσως 

Γενίκευση  
Έστω ,  ανεξάρτητες κλάσεις κλειστές για πεπερασµένες τοµές και Ι σύνολο 

 οποίο γνωρίζουµε ότι Ι=
 iC i ∈Ι

το Jλ
λ∈Λ
∪  όπου Jλ ,λ ∈Λ  είναι ξένα µεταξύ τους 

(Λ άλλ σύνολο δεικτών). Θέτουµε ( ),
J

F C
λ

ο iλ
i

σ λ
∈

= ∈∪ Λ. Τότε οι σ-άλγεβρες 

Fλ ,λ∈Λ  είναι ανεξάρτητες. 
(Υπόδειξη : Θέτουµε {ε =

j K

:Λ Λ∩ ερασµένο υποσύνολο το

,λ ∈Λ  είναι ανεξάρ

δεικτών για 

λ j j
∈

∈ { },Ω Κ∪jC Jλπεπ υ } 

Τότε οι λε τητες και κλειστές για πεπερασµένες τοµές. 
Άσκηση 6.4 σελ.30 



 

Έχουµε ( 1
n

=∪ και ( ) 1nP A <  άρα 
1

( ) 0n
n

P A
=

=∩  και ( ) 0nP A >  
1

)nP A
∞

=

c
∞

c

Από την χουµ ln
k

P A∑  και ά

Συνεπώ ι λόγω ανεξαρτησίαςς  lim ( ) 0
k

cP A =∩ κα
1

nk n→∞ =
 

1

lim ( ) 0
k

c
nk

n

P A
→∞

=

=∏  

lim ln
k
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τελευταία έ ε ότι 
1
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=

= −∞  m∀ ∈  

( )c
nk n m

A
→∞

=

= −∞  (1) 

A   

c
n =

Οπότε  λαµβάνοντας υπόψιν την σχέση (1) έχουµε 0

Εξ  άλλου µε limsupA A= =

(
∞ ∞

ρα

1
n n

m n m

∞ ∞

= =
∩∪

1
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) ) lim

( ) lim lim

k
c
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n m
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m n m

P A
c
n m k

P A P A P

P A e
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∪∩
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k
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P A A P A

e= =

∞
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=

− = =

∏ ∑
=∏

∩ ∩
 

k

 1 ( )P A− =  

Έχουµε lim ( ) 0P A = και ( \ )P A A
∞

< ∞∑  τώρα

 
Άσκηση 6.5 σελ.30 
 

nn 1
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n n
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όµως \ ... ( \ )
l

A A A∪ ∪  κ

 διαδοχικά 

n

1− αι συνεπώς 

χρησι

1
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A P A P A P A
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B

∞

P

1 2 1( ) ( \ )n m m m m m l l
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A A A A A+ + +
=

= ∪∪∪
µοποιώντας την ανισότητα Boole και την ιδιότητα P A( \ ) ( ) ( )P A P A B= − ∩  

... (P+
επαληθεύστε ότι το εντός των αγκυλών άθροισµα γράφετ

1 1 2 2 1

1

(limsup ) lim lim[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

) ( )]
n m m m m m mm l
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l

1 1 2 1( \ ) ( \ ) ... ( \ ) (m m m m l l lP A A P A A P A A P A+ + + −+ + + +  
1

1 1

1
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− ∞
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∑ ∑
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αφού

 
Άσκηση 1.4 σελ.34

 1
1

( \ )i i
i

P A A
∞

+
=

< ∞∑  

Θέτου

 
 

µε 1{( ,..., ) : }n
nA x x x a= ∈  ≤ τότε nA B∈  και συνεπώς η συνάρτηση  



1

1

1 ( ,..., )
)

0 ( ,..., )
n

n
n

x x A
x x A

∈
=  ∉

 

( )A X είναι τυχαία µεταβλητή ω

1( ,...,AI x x   είναι  τηση Borel.       συνάρ

Με την σειρά της η συνάρτηση I

1( ,..., )nX x x=  και της συνάρτησης Borel AI  (βλέπε πρόταση 1.4 ) 
ύστε τ

   
 1.5 σελ.34

Επειδή * ( )AY X I X=  (επαληθε ο) συµπεραίνουµε ότι η Y είναι τ.µ.   

ς σύνθεση της τ.µ. 

Άσκηση  

}
ο τυχόν στοιχείο είναι της µορφής 

B όπου  
και άρα

 
Θέτουµε { :C A B= × ,m nA B B B∈ ∈  

1 1( , ..E a b=
Τ  m nE P +∈

, ] (m ma b× × 1 1] ... ( , ] . ( , ]m m m n m na b a b A+ + + +× × × = ×  

1 1( , ] ... ( mA a b a= × ×  1 1( , ] ..m mB a b+ += ×, ]mb  . ( , ]m n m na b+ +×   E C∈  

είο A B n ∩ ×
δηλαδή B
εξ άλλου το τυχόν στοιχ γράφεται )

 m n m n m n m nP C P C B Bσ σ+ + +⊆ ⇒ ( ) ⊆ ( )⇒ ⊆ ⊗  

θεωρούµ
C× ∈   ( ) ( mA B A B× = ×

1 1,..., , ,..., ) ( ,...,m m m nx x x x+ + =

1) ( ,..., )n m m nx x+ + +

 :g +m n m→  µ
( ,...,h x x

 1( )mg x x  
την : m n nh + →  µε τύπο , ,...,m mx x+1 1m =  δηλαδή τις
προβολές του m n

 
+  στον αντίστοιχ

A× αι m
 m και n α. ότι  Τότε εύκολα διαπιστώνεται 

B×  είναι συνεχε
είναι και Borel αδή ), ) m ng A h B B− − +∈  και συνεπώς 

 
ε τώρα την ε τύπο και 

1( )n g −=  A κ 1( )h B−=  
1 1( (

) m nB B C+∈ ⇒
 δ

( )A B g A× = 1 1− −∩ ( m nh B +  και άρα m n m n⊆ B B C Bσ +⊗ = ( ) ⊆  
 

και επειδή οι συναρτήσεις g,h ίς θα 
ηλ

Άσκηση 2.5 σελ.39 
 

nX Y≤    P-σ.β. σηµαίνει ότι υπάρχει nN F∈  µε 0 ( )nP N =  
αι ( ) ( ), \n nX Nω ω ω≤ Υ ∀ ∈Ω  

αν τώρα
∞

N

κ

 τεθεί τότε 
1

n
n

N N
=

=∪  F∈  και 
1

( ) ( ) 0n
n

P N P N
∞

=

≤ =∑  δηλαδή

ει

 ( ) 0P N =  

και βέβαια ισχύ ( \Y ω≤ ∀ ∈Ω ( ),Y ω ω∀ ( ) ),nX Nω ω  άρα sup ( ) \n
n

X ω ≤ ∈Ω  

                   
:  
} ακολουθία ενδεχοµένων µε . Αν Χ τυχαία 

Άσκηση 

N

Έστω { :nA n∈   lim ( ) 0nn
P A

→∞
→

µεταβλ ] < ∞  δείξτε ότι lim
nAn

XdP
→∞

0=∫
   
 

. ητή µε [E X

Απόδειξη : (εις άτοπον απαγωγή) 

Αρκεί να δείξουµε ότι ( 0)( ( ) 0) :  ,  ότα
A

Xε δ ε ε∀ > ∃ > <∫ ν ( ) ( )P A δ ε<  

1
Έστω ότι δεν ισχύει τότε  

1( 0)( 0) :  µε ( )  και 
2 n

n A
A P A Xε δ ε∃ > ∀ = > ∃ < <∫

0

2 n nn   

θέτουµε ∈ και άρα 
1

,  m m
n m n m n

A A A n
∞ ∞ ∞

= = =

= ⊂ ∀∩∪ ∪ ( )P A =  



 

Τώρα θέτουµε n m
m n

B A
∞

=

=∪  τότε 
nB AI I  και άρα 

nB AI X I X  στο Ω και 

µε βάση το παρ ώρηµα  ότι ακάτω θε  έπεται
nB AI X I  X

 Συνεπώς 
Ω Ω∫ ∫

lim lim lim(I X dP I X dP X dP dP= = =∫ ∫ ∫ ∫
1

)

liminf

n
n n m

m n

n

A B B A An n

An

n
X dP X

X dP

∞

= +

Ω Ω →∞ →∞

→∞

+

≥

∫

∫

∪
 

→∞
≥

Από την µία AI X dP ε
Ω

>∫  και από την άλλη επειδή P(A) > 0 

0I X dP X dP= =A AΩ∫ ∫ .  
- άτοπο. 

       
Θεώρηµα : Έστω ουθία τ.µ. τέτοια ώστε   ,nX n

nn→∞

2) Υπάρχει τ.µ. Υολ σιµη ως προς P τέτοια ώστε γ

∈  ακολ
1) lim X X=  

να Y≤ P-σχεδόν παντ

P-σχεδόν παντού 

οκληρώ ια κάθε
ισχύει

 n∈  
 nX

Τότε η τ.µ. Χ είναι ολοκληρώσιµη ως προς P και µάλιστα 
lim nX dP∫ ∫ .  

ού.  

n
XdP=

→∞

Άσκηση : Έστω { , }X n∈ ακολουθία τ.µ. ∆είξτε ότι n
. .σ β

(limsu }) 0, 0n n
n

X X P ε ε
→∞

→ ⇔ > = ∀ > (1). p{ X X−

   Απόδειξη : 
Από Αρχιµήδειο ιδιότητα 10, :ε ν ε

ν
∀ > ∃ ∈ <  τότε 

1{ } { } } limn nX X X Xε ε 1limsup{ sup{ }n n
n n

X X X X
ν ν→∞ →∞

⇒ − > − >  − > ⊂ − > ⊂

Και άρα αν η (1) ισχύει για κάθε ε της µορφής 1
ν

 θα ισχύει και για κάθε ε 

γενικά. Το αντίστροφο είναι προφανές ώστε 
1

n
n n→∞ →∞

(limsup{ }) 0, 0 (limsup{ }) 0, 1nP X X P X Xε ε ν
ν

− > = ∀ > ⇔ − > = ∀ ≥ ⇔  
∞ ∞

1

1

1 1(limsup{ }) 0, ( { }) 0,

1( { }) 1,  (2)

n n
n n m n

n
n m n

P X X P X X

P X X

ν ν
ν ν

ν
ν

→∞ = =

∞ ∞

= =

− > = ∀ ∈ ⇔ − > = ∀ ∈ ⇔

⇔ − ≤ = ∀ ∈

∩∪

∪∩

  

επειδή η ακολουθία 
1

1{ }n
n m n

A X Xν ν

∞ ∞

= =

= −∪∩  

1

( ) lim ( ) 1P A P Aν νν
ν

∞

→∞
=

≤ είναι φθίνουσα 

συµπεραίνουµε ότι = =∩  αλλά και αντίστροφα αν 



1ν

∞

=

( ) 1P Aν =∩  τότε  (P A )ν =1 , ν∀ ∈  αφού
1

A Aν ν⊃∩  .Ώστε τε

ισοδυναµεί µε 
ν

∞

=

λικά η (2) 

1 1n m nν

∞ ∞ ∞

= = =

1}n nX
ν

( (lim ) 1
n

P P X X
→∞

{ X ) 1− ≤

ακολουθί

=

α ανεξάρ

⇔ = =∩∪ .  

: Έστω ∈ τητων τ.µ. µε 

∩
 { :nX nΆσκηση } 

( 0)nP X = =
n

 και 1( 1)
n

= =  . 

ιξ

nP X

πόδ

∆είξτε αλλά δεν ισχύει 

ε

 ότι nX →
P

. .σ β

0X → . 

( 0

lim

P X

P X

− >

⇒ −

       ότι nX
Έστω ότι 

) 0

ε

ε

>

> =

θα δειχθεί
 τότε σύ

 

 απαγωγή
προηγούµ

(limsup{
n

P X
→∞

}) 0> =  . Από επειδή τα 

1n=

Borel-Cantelli 
1n=

θα έχ }) 1 -

 
Άσκηση : Αν οι τ.µ. { n

 Απόδειξ

2 2n nn

0µ µ =  και 

1 1 ] ...X

n n

1
n i

i=

[ ...X

 

[ ]Var S nµ µ− +

           
− +

2 2

[n n

n
−

}

2
2

1[ ] n
n n

µ σ=

 ακολουθίαΆσκηση :  και 

αν 
2

0
L

nX →  
2

0
L

n

n
→  

Λύση    : 

11− 0  

n

   Α η : 
1( 1)

(

nX = ⇒) ) (

0 0

n n

P

P P X
n

X

ε= = =

⇒ →n nn→∞
. .σ β

0→/

1,2,...n =  νεξάρτητα έπεται ότι 
∞ ∞ ∞

  µε εις άτοπον . 
ισχύει µφωνα µε ενη άσκηση θα πρέπει  

n ε { }nX ε>

1n n=

ω (limsup{ nP X
n

ε
→∞

> = άτοπο  

ίναι ισόνοµες και ανεξάρτητες µ

[ ]nE X µ=  , 2[ ]nVar X σ=  τότε

 την άλλη ενδεχόµενα , 

είναι α
1( ) ( 1)n nP X P Xε> = = = = ∞∑ ∑ ∑  οπότε από το δεύτερο λήµµα 

:X n∈

 
2L

nS
n

µ→

2 2
2 21[ ] [ ] ] { [ ] ( [ ]) }n nS S n n Var S n E S n

n
µµ µ µ µ−

Ε − = Ε − = − + −  

} ε ε 

.  

 η :  
1 [ nS= Ε

Όµως [ ] [ ]
n

E S n E X nµ µ− = − =∑ n n−

] [n nVar X Var 2[ ]Var X nµ µ− = + − = µ+ − =  

Τελικά ]µ =

n σ
λόγω ανεξαρτησίας  

22

lim 0
L

n

S S
n n
σ

→∞
Ε − = ⇒ Ε ⇒ →  0nS

Έστω  τ.µ. { :nX n∈ ...S X X= + +

 S
1n n  δείξτε ότι 

τότε



2

20 [ ] 0
L

X E X→ ⇒ =  έχουµε διαδοχn n ικά  

    2
,

(
2 i j

E X
n

≤ ∑

22
12 2

,

2 2 2 2
2

,

2 2 2
2

1 1 1

1 1[( ) ] ... ( )

1 1 1) ( ( ) (
2

1 1( ( ) ( )) ( )

n
n i

i j

i j i j
i j

n n n

i j i
i j i

SE E X X E X X
n n n

X E X E X
n

n E X n E X E X
n n= = =

= + + = ≤

+ = +

= + =

∑

∑

∑ ∑ ∑

 

 

))

j

=

Συνεπώς 2 2

1

10 ( ) (
n

n
i

i

SE E
n n =

≤ ≤ ∑
2( ) 0nE X

)X                                                                     

Όµως lim
n→∞

= και από γνωστό λήµµα της ανάλυσης 

2( ) 0
n

iE X =∑  
1n in→∞
=

n

οµοιόµ ,1).                                                        
in

1lim

Άσκηση : Έστω { } ανεξάρτητες , ισόνοµες µε κατανοµή 
ορφη στο (                         

Θέτουµε n . ∆είξτε ότι 

n , n=1,2,…  
   Οι τ.µ. 

:X n∈
0
{ ,..., },n nX X

 Υ,Ζ τ.µ
1 1m (1 max{ ,..., })nY n Z n X X= = −

D D
,n nY Y Z Z→ →  όπου . µε εκθετική κατανοµή. 

   Λύση : 
(1 mnZ n= −

n

ν α.σ.κ.  

1ax{ ,..., })X X

, 0 1x <   

1,...,X X  

1 , 1x ≥
Η κατανοµή της τ.µ. T

έχουν την ίδια κατανοµή , οµοιόµορφη στο (0,1) , και 
συνεπώς έχου

  

X είναι 

i =

Όσον αφορά την κατανοµή της τ.µ. 

0 , 0
( )

x
F x x

<
= ≤

n

n

1max{ ,..., }n nX=
..., } ) (

 ανεξαρτησίας έπετα

nX x P X≤ = ≤1

1

1

( ) (max{ , , 1,..., )

( { }) και λόγω ι ότι ( ) ({ })  

( ) [ ( )]

i

n

i n
i

n

i

P T x P X x i n

P X x P T x P X x

F x F x

=

=

≤ = ∀ = =

= ≤ ≤ = ≤

= =

∏

∏

∩  
1i

n

=

nZ  

( 1 ) 1 ( 1 )n nP T P T
n n

= ≥ − = − < −

=

έχουµε  

 
( ) ( ) ( (1 ) ) (1 )n n n n

xF x P Z x P n T x P T
n

x x

= ≤ = − ≤ = − ≤
 



και συνεπώς ( ) 1 [ (1 )]n
n

xF x F
n

= − −

 

                                                                                                            

ή ισοδύναµα

0 ,

( ) 1 (1 )

1 ,

n
n

xF x
n

0

, 0

x

x n

x n

≤

< ≤

≥

 


= − −



( ) 1 (1 xF x = − − ) 1 e= −

          

Για τυχόν υπάρχει τέτοιο ώστε 0x >   0n   00 ,x n n n< ≤ ∀ ≥  οπότε 

0,n n n∀ ≥  )n

n
και βέβαια lim

n
( x

nF x −

→∞
. 

nn→∞ nn→∞

 ∆ηλα )Z Z ε→    

Για τυχόν  . Ώστε  0x ≤  lim ( ) 0F x = lim ( ) 1 ,xF x e x−= − ∀ ∈  

Άσκηση :  τ.µ. { X  

δή (1n ∼

υπάρχει ακολου n

A

 
Έστω ακολουθία :n n∈

 0 : 0n
n

XA > →  

  
1

} µε τιµές στο . ∆είξτε ότι 

θία

  Λύση : 
( 0)( ( ) 0) : ( )nM P X Mε ε ε∀ > ∃ > > <  άρα για 

2nε =  υπάρχει 

1 1: ( ) ,B M P X B n= > <  

( 1P < ∞∑  

elli για τα σύν

2 2n n nn n ∈   

 άρα 
1 1

1 1( 1) , )
2 2

n n
n n

n nn n

X X
P n

B B

∞ ∞

= =

> < ∈ ⇒ > <∑

up{
X

P P

εφαρµόζω το λήµµα Borel-Can ολα { 1n

n

X
B

> } κι έχω 

1

(lims 1}) 0 ( { 1}) 1n n

n n n mn nB B

∞ ∞

→∞ = =

> = ⇒ > =∪∩  

 

X

 Θέτω 0
1

{ 1n

n n m n

X
B

∞ ∞

= =

Ω = ≤∪∩ }. Τότε 10( )P Ω =  και για τυχόν 0ω∈Ω  

 0 0 ( )m m ω=  τέτοιο ώστε 0, n mω { 1}n

n

X
B

∈ ≤ ∀ ≥  δηλαδή 

0
n

X
nB

ω ≥
1 ,n  τυχόν { } n m
n

∈ ≤ ∀ . Ώστε για 0
X ( ) 0n

nA
ωω∈Ω →  αν θέ

 αφο 1n nA nB= Ω =  

τω 

0ύ (P )

 δύο ισοπίθανα δυνατ πιτυχία – απ

υπάρχει

Άσκηση 
 
Έστω πείραµα τύχης µε ά αποτελέσµατα ‘ε οτυχία’. 
Το πείραµα επαναλαµβάνεται επ’άπειρον. Ποια η πιθανότητα να συναντώνται επ’ 
άπειρον διαδοχές επιτυχιών τουλάχιστον διπλάσιες σε πλήθος από το πλήθος των 

ου προηγούνται;  δ
 
οκιµών π



Λύση 
 

Θεωρείστε τον δ.χ. Ω = 
1

{
i

∞

=
∏ 0,1} 

1

όπου Q το µέτρο πιθανότ ον {0,1} το οριζόµενο από τις σχέσεις  

                 Q({0})=Q({1})= 1 . 

όπως στο παράδειγµα 6.3 σελ. 28 εφοδιασµένο µε 

ο πιθανότητας P για το οποίο ισχύει  

                        

ητας στ

το µέτρ

   1 m 1 m i
i=m+

P(A x...A x {0,1}) Q(A )...Q(A ),A {0,1}
∞

= ⊂∏  

To ενδεχόµενο τη
2

Τότε nA {0,1}x{1}x...x=∏

ς εκφώνησης είναι Α=limsup όπου 

∏ και συνεπώς 

Ρ(

nA  

2n-2

1

n 1 2 n n+1 3(n-1)A {ω=(ω ,ω ,...): ω 1,ω 1,...,ω 1},n 2= = = = ≥  
n-1

κ=1 3n-2

{1}x {0,1}  

Από τ ) < ∞  και άρα 

nA ) 2(n 1)( )
2

−=  

Άσ σ

ην τελευταία συνάγουµε ότι n
n 2

P(A
∞

=
∑ P(A) 0=  

Έστω p η πιθανότητα επιτυχούς έκβ  σε

 
κη η 

 
ασης της προσπάθειας να τεθεί  λειτουργία ένα 

σύστηµα κατά την n-οστή απόπειρα και Χ ο αριθµός αποπειρών µέχρι την πρώτη 
πιτυχή απόπειρα. Υποθέτοντας ότι  ε n0 p 1≤ <  

γ) ∆ώστε µια απλή ικανή συνθήκη ώστε P(X ) 1< ∞ =  
δ) Υπολογίστε επακριβώς την P(X )< ∞ όταν : 

α) Να δοθεί ο κατάλληλος δ.χ. και να ορισθεί η τ.µ. Χ 
) Υπολογίστε την P(X< ) και την κατανοµή της τ.µ. Χ β ∞

ii)  n
1p ,n 2= ≥   και 1p 0  

i)   1np p,0 p= < <  

 

=

 

n
1iii) 2np , n 2n= ≥  και 1p 0=  

α)  Ω = ι P ορ

Λύση 

κα ιζόµενο από την 

για } και οριζόµενο 

n−
 
Για τυχόν ω=( ορίζουµε: 

i 1

{0,1}
∞

=
∏  

xA x...xA

 {0,1} από 

m 1 1 m m
i m 1

x {0,1}) P (A )...P (A )
∞

= +

=∏  

στον την n n nP ({1}) P ,P ({0}) 1 P= =  

 iA {0,1⊂   nP  P( 1 2P(A

1 2, ,...)ω ω



n n: 1} αν {n :
(

ω = ∈ ω
Χ ω

β)  {(00 nA µε

inf{n 1}
)

      αν          ω=(0,0,...)                            
∈ = ≠ ∅

=  ∞
 

P(X ) 1 P(X ) 1 P(0,0,...)< ∞ = − = ∞ = −

n 1 2 1 n{ ( , ,...) : ,..., 0} {0}x= ω = ω ω ω ω = =

. Οµως ,...)}  

Συνεπώς n

Η κατανοµή της τ.µ. Χ είναι : 

=

όταν και µόνο όταν

n 1

∞

=

=∩

1

{0,1} 
k n

{0}x...x{0}x
∞

= +
∏

P(X

A

 
n

n n kn n
k 1 n 1n 1

P(X ) 1 P( A ) 1 lim P(A ) 1 lim (1 P ) 1 (1 P )
∞

→∞ →∞
= ==

< ∞ = − = − = − − = − −∏ ∏∩  

γ) P(X < ∞

∞

n
n 1

) (1 P )
∞

=

= ∞ = −∏  

i m 1

P(X m) P({0}x...x{0}x{1}x {0,1})
∞

= +

= = ∏
m 1

k m
k 1

(1 P )P
−

=

−∏  

) 1=   n
n 1

(1 P ) 0
∞

=

− =∏  

i)   1 αφού P = ∞∑  

επειδή nP1 P e−− ≤  συµπεραίνοn υµε ότι η συνθήκη n
n 1

P
∞

=

= ∞∑  συνεπάγεται ότι 

δ) 

α

nP ) 0− =  
n 1

(1
∞

=
∏

ii)  P(X φού nP
n

= = ∞∑ ∑  

1

P(X )< ∞ =
n 1

∞

=

9

) 1< ∞ =  
n 1 n 1

1∞ ∞

= =
2k k

2 2
kn 2 n 2 n 2

2
k

1 n 1 (n 1)(P(X ) (1 ) 1 1 lim
n n n

1 3 2 4 3 5 4 6 5 7 (k 1) (k 1) 11
4 16 25 36 k 2

lim

lim

∞

= = =

− −
< ∞ = − − = − = − =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

∏ ∏ ∏
 iii) 

2

n 1)+

 


