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Εκτίμηση μέσω διαστημάτων εμπιστοσύνης (Confidence intervals) 

Στο παραπάνω δείγμα των 10 φοιτητών, πήραμε 5.9x   και 2 6.77s  , 
όμως εάν επιλέξουμε ένα άλλο δείγμα 10 φοιτητών, πολύ πιθανών να 
πάρουμε κάποιες άλλες τιμές για τις 2,x s  κοκ. 

Πόσα διαφορετικά δείγματα μεγέθους 10 υπάρχουν στον πληθυσμό μας, 
ο οποίος αποτελείται από 10.000 φοιτητές; 

Υπάρχουν 

302743
10.000

1
*1

0
0 

 
 

διαφορετικά δείγματα μεγέθους 10! Εν δυνάμει 302743*10  διαφορετικές 
τιμές για τις 2,x s . Πως είναι δυνατόν να ξέρουμε ποιο δείγμα μας 
«φέρνει» πιο κοντά στα πραγματικά μ και σ2; 

Είναι απαραίτητο να βρεθεί ένα τρόπος να γνωρίζουμε πόσο ακριβής 
είναι η εκτίμηση μας-δηλαδή, πόσο «απέχει» από την πραγματική τιμή.  
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Μια λύση στο προηγούμενο πρόβλημα έρχεται μέσα από τα διαστήματα 
εμπιστοσύνης. 

Ορισμός 

Ένα διάστημα [L, U] το οποίο περιέχει την πραγματική τιμή μιας 
παραμέτρου θ, με πιθανότητα 1-α, δηλαδή  

( ) 1P L U a      

καλείται διάστημα εμπιστοσύνης για την παράμετρο θ, με συντελεστή 
εμπιστοσύνης 1-α (όπου α είναι ένας αριθμός από το 0 έως το 1).  

Τα άκρα του διαστήματος L και U υπολογίζονται από τις τιμές του 
τυχαίου δείγματος. 

Το παραπάνω διάστημα καλείται και 100(1-α)% διάστημα 
εμπιστοσύνης.  

Συνήθως το α παίρνει τις τιμές  

α=0.01 ή 0.05 ή 0.10 
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Για παράδειγμα, εάν το διάστημα από 40 έως 120, δηλ. 

[40, 120] 

είναι ένα διάστημα εμπιστοσύνης, με συντελεστή εμπιστοσύνης 

1-0.05=0.95 

(δηλ. α=0.05) για τη μέση τιμή του βάρους ενός πληθυσμού, τότε σ’ αυτό 
το διάστημα υπάρχει η πραγματική μέση τιμή, με εμπιστοσύνη 0.95. 

Ισοδύναμα, θα μπορούσαμε να πούμε ότι εάν κατασκευάσουμε 100 
τέτοια διαστήματα, από διαφορετικά δείγματα ίδιου μεγέθους από ένα 
πληθυσμό, τότε στα 95 από αυτά θα υπάρχει μέσα η πραγματική μέση 
τιμή και σε 5 όχι.  

Πως όμως κατασκευάζεται ένα τέτοιο διάστημα; 

Θα διακρίνουμε μερικές περιπτώσεις. 
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Διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μιας τ.μ. που ακολουθεί 
κανονική κατανομή και έχει γνωστή διασπορά (confidence interval of 
the mean of a normal random variable with known variance) 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα τυχαίο δείγμα 1 2, ,..., vX X X από μια τ.μ. Χ 
που ακολουθεί κανονική κατανομή, με άγνωστη μέση τιμή μ και 
γνωστή διασπορά σ2 (δηλ. 2( , )X N   ). 

Τότε ένα διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ, με συντελεστή 
εμπιστοσύνης 1-α είναι το 

/2 /2,a aX z X z
v v
     

 

όπου ο αριθμός  /2az  είναι τέτοιος ώστε 

/2( )
2a

aP Z z   

και η (0,1)Z N .  

Γενικώς, το az  ονομάζεται και άνω α-ποσοστιαίο σημείο της τυπικής 
κανονικής κατανομής (για οποιοδήποτε α).  
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Παραδείγματα 17.1 

Μια ασφαλιστική εταιρεία γνωρίζει ότι η τυχαία μεταβλητή Χ που 
εκφράζει την ετήσια αποζημίωση, για ένα συμβόλαιο πυρασφάλειας, 
ακολουθεί κανονική κατανομή με διασπορά 9. Παίρνοντας ένα τυχαίο 
δείγμα 10 συμβολαίων, παρατηρούμε τις παρακάτω αποζημιώσεις 
(χιλιάδες ευρώ) 

10, 20, 15, 8, 50, 30, 25, 35, 40, 12. 
Να βρεθεί το 90% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή των 
ετήσιων αποζημιώσεων. 
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Παραδείγματα 17.2  

Ας υποθέσουμε ότι η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει το χρόνο ζωής 
ενός εξαρτήματος (σε χιλιάδες ώρες), ακολουθεί κανονική κατανομή με 
διασπορά 4. Από ένα τυχαίο δείγμα 9 εξαρτημάτων καταγράψαμε τα 
εξής αποτελέσματα για τον παραπάνω χρόνο 

4, 0.5, 5, 3.5, 1, 2, 1.5, 2, 0 

Να βρεθεί το 95% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή του χρόνου 
ζωής αυτού του εξαρτήματος. 
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Παραδείγματα 17.3 

Ας υποθέσουμε ότι η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει το χρόνο (σε 
λεπτά) που ένας μαθητής χρειάζεται για να συμπληρώσει ένα τεστ, 
ακολουθεί κανονική κατανομή με διασπορά 25. Από ένα τυχαίο δείγμα 
10 μαθητών καταγράψαμε τα εξής αποτελέσματα για τον παραπάνω 
χρόνο 

50, 60, 45, 35, 60, 70, 65, 55, 45, 70 

Να βρεθεί το 99% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή του χρόνου 
που χρειάζεται ένας μαθητής για να συμπληρώσει το τεστ. 

Επίσης, να βρεθεί και το 90% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή.  

Τι παρατηρείτε για το νέο διάστημα σε σχέση με το 99% δ.ε.; 



Στατιστική και Πιθανότητες για Μηχανικούς (ΜΑΣ034 & ΜΑΣ044), Πανεπιστήμιο Κύπρου, Λευκωσία 2013 Σελ.  15 

Παρατηρήσεις 

 Το μήκος (πλάτος) του διαστήματος εμπιστοσύνης με συντελεστή
εμπιστοσύνης 1-α, για την περίπτωση που έχουμε μελετήσει, είναι

/22 al z
v


 . 

 Για συγκεκριμένα δεδομένα, αυξάνοντας το α, το πλάτος του δ.ε.
μειώνεται. Αυτό σημαίνει ότι για συγκεκριμένα δεδομένα π.χ. το
90% δ.ε. θα έχει σίγουρα μικρότερο πλάτος από το 95%.

Τι σημαίνει αυτό;

 Τι γίνεται όταν για συγκεκριμένο πρόβλημα, αυξήσω το μέγεθος
του δείγματος και διατηρήσω το α σταθερό;

Ποιο πρέπει να είναι το μέγεθος του δείγματος, ώστε το πλάτος να
είναι μικρότερο από κάποιον αριθμό c>0;







Alex Karagrigoriou
Text Box
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Διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μιας τ.μ. που ακολουθεί 
κανονική κατανομή και έχει άγνωστη διασπορά (confidence interval 
of the mean of a normal random variable with unknown variance) 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα τυχαίο δείγμα 1 2, ,..., vX X X από μια τ.μ. Χ 
που ακολουθεί κανονική κατανομή, με άγνωστη μέση τιμή μ και 
άγνωστη διασπορά σ2 (δηλ. 2( , )X N   ). 

Τότε ένα διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ, με συντελεστή 
εμπιστοσύνης 1-α είναι το 

1; /2 1; /2,v a v a

s sX t X t
v v 

    
. 

Ο αριθμός 1; /2v at   είναι τέτοιος ώστε 

1; /2( )
2v a

aP T t  

και η τ.μ. Τ ακολουθεί την t-κατανομή με ν-1 βαθμούς ελευθερίας 
(β.ε.). 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας μιας τ.μ. που ακολουθεί              
t-κατανομή (ή κατανομή Student) με ν βαθμούς ελευθερίας, δίδεται από 
τη σχέση 

1
2 2

1
2( ) 1 ,

2

vv
tf t t

v vv




               
 

 

  
όπου Γ(x) είναι η συνάρτηση (Γάμμα) 

1

0

( ) , 0x tx t e dt x


     

Για την συνάρτηση Γ(x) ισχύει επιπλέον 
( 1) ( ), 0x x x x      

( ) ( 1)!v v   , για ακέραιο θετικό ν 
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4 2 0 2 4

Αποδεικνύεται ότι όταν το v  , η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της t-κατανομής, γίνεται Ν(0,1). 
Πως θα βρίσκουμε τις τιμές των 1; /2v at  ; Χρησιμοποιώντας τώρα τους 
πίνακες της t-κατανομής. 

ν=1 

ν=2 

κοκ 

ν=10 



Στατιστική και Πιθανότητες για Μηχανικούς (ΜΑΣ034 & ΜΑΣ044), Πανεπιστήμιο Κύπρου, Λευκωσία 2013 Σελ.  5 

 

Τα άνω α-ποσοστιαία σημεία της t-κατανομής, με ν β.ε. ( ( )vt a ) 
v\α 0.4 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 

1 0.325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.32 318.31 
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089 23.326 
3 0.277 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.213 
4 0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 
6 0.265 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 
7 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 
8 0.262 0.706 1.397 1.86 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 
9 0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 

10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 
13 0.259 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 
15 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 
16 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.252 3.686 
17 0.257 0.689 1.333 1.74 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 
19 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 
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συνέχεια… 
Τα άνω α-ποσοστιαία σημεία της t-κατανομής, με ν β.ε. ( ( )vt a )
v\α 0.4 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 

20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.45 
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.75 3.03 3.385 
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 
60 0.254 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.915 3.232 

120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 



Στατιστική και Πιθανότητες για Μηχανικούς (ΜΑΣ034 & ΜΑΣ044), Πανεπιστήμιο Κύπρου, Λευκωσία 2013 Σελ.  7 

Παράδειγμα 18.1 

Ας υποθέσουμε ότι η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει το χρόνο ζωής 
ενός εξαρτήματος (σε χιλιάδες ώρες), ακολουθεί κανονική κατανομή (βλ. 
και Παράδειγμα 17.2). Από ένα τυχαίο δείγμα 9 εξαρτημάτων 
καταγράψαμε τα εξής αποτελέσματα για τον παραπάνω χρόνο 

4, 0.5, 5, 3.5, 1, 2, 1.5, 2, 0 

Να βρεθεί το 95% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή του χρόνου 
ζωής αυτού του εξαρτήματος. 
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Έχουμε 

8;0.0252.17, 1.67, 2.306X s t    

άρα 

1; /2 1; /2, [0.878,3.456]v a v a

s sX t X t
v v 

     
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Παράδειγμα 18.2 

Ας υποθέσουμε ότι η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει το χρόνο (σε 
λεπτά) που ένας μαθητής χρειάζεται για να συμπληρώσει ένα τεστ, 
ακολουθεί κανονική κατανομή (βλ. και Παράδειγμα 17.3).  Από ένα 
τυχαίο δείγμα 10 μαθητών καταγράψαμε τα εξής αποτελέσματα για τον 
παραπάνω χρόνο 

50, 60, 45, 35, 60, 70, 65, 55, 45, 70 

Να βρεθεί το 99% διάστημα εμπιστοσύνης, για τη μέση τιμή του χρόνου 
που χρειάζεται ένας μαθητής για να συμπληρώσει το τεστ. 
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Έχουμε 

9;0.00555.5, 11.66, 3.25X s t    

άρα 

1; /2 1; /2, [43.52,67.48]v a v a

s sX t X t
v v 

     
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Παράδειγμα 18.3 

Έστω ότι για ένα τυχαίο δείγμα 81 υλικών καταγράψαμε την αντοχή τους 
σε μια συγκεκριμένη δοκιμασία. Η δειγματική μέση τιμή βρέθηκε να 
είναι 74.6 και η τυπική απόκλιση 11.3. Αν υποθέσουμε ότι η τυχαία 
μεταβλητή που εκφράζει την αντοχή των υλικών ακολουθεί κανονική 
κατανομή, να βρεθεί ένα 90% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή 
της.   



Στατιστική και Πιθανότητες για Μηχανικούς (ΜΑΣ034 & ΜΑΣ044), Πανεπιστήμιο Κύπρου, Λευκωσία 2013 Σελ.  12 

Προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μιας τ.μ. 
που ακολουθεί άγνωστη κατανομή και έχει αγνωστή διασπορά 
(confidence interval of the mean: large random sample, unknown 
distribution and  unknown variance) 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα τυχαίο δείγμα 1 2, ,..., vX X X από μια τ.μ. Χ 
που ακολουθεί μια οποιαδήποτε (άγνωστη) κατανομή, με άγνωστη μέση 
τιμή μ και άγνωστη διασπορά σ2. 

Τότε αν το μέγεθος του δείγματος είναι μεγάλο ( 30v  ), ένα 
προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή μ, με συντελεστή 
εμπιστοσύνης 1-α είναι το 

/2 /2,a a

s sX z X z
v v

    
.

Τι σημαίνει προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης; 
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Παράδειγμα 18.4 

Έστω ότι για ένα τυχαίο δείγμα 2000 απόφοιτων πανεπιστημίων 
καταγράψαμε το χρόνο που χρειάστηκαν για να ολοκληρώσουν τις 
σπουδές τους. Η δειγματική μέση τιμή βρέθηκε να είναι 5.2 έτη και η 
τυπική απόκλιση 1.2 έτη. Να βρεθεί το 95% και 99% προσεγγιστικό 
διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή του πληθυσμού.   
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Άρα για το 95% έχουμε 

/2 0.0255.2, 1.2, 2000, 0.05, 1.96aX s v a z z       

και 

/2

/2

5.1474

5.2526

a

a

sX z
v
sX z
v

 

 

Για το 99% έχουμε 

/2 0.0050.01, 2.57aa z z  

και 

/2

/2

5.1310

5.2690

a

a

sX z
v
sX z
v

 

 
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Προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης για το ποσοστό (Confidence 
interval of a population proportion) 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα τυχαίο δείγμα 1 2, ,..., vX X X από μια τ.μ. Χ 
η οποία μπορεί να πάρει μόνο δυο διαφορετικές τιμές. 

Παραδείγματα τέτοιων μεταβλητών είναι το φύλο ενός παιδιού, η 
ένδειξη από τη ρίψη ενός νομίσματος, το αποτέλεσμα από ένα έλεγχο για 
την ύπαρξη μιας ουσίας (υπάρχει ή όχι), το αν μια μέρα έχει βρέξει ή όχι, 
το εάν είναι κάποιος καπνιστής ή όχι κ.α. 

Εάν η τ.μ. Χ  θεωρήσουμε ότι παίρνει τις τιμές 0 ή 1, τότε η πιθανότητα 
που μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε είναι η 

( 1)P X p 
ενώ φυσικά ( 0) 1P X p   . 

Η τ.μ. Χ λέγεται ότι ακολουθεί την κατανομή Bernoulli. 
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Τότε αν το μέγεθος του δείγματος είναι μεγάλο ( 30v  ), ένα 
προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης για την άγνωστη πιθανότητα p, με 
συντελεστή εμπιστοσύνης 1-α είναι το 

/2 /2

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )ˆ ˆ,a a

p p p pp z p z
v v

  
  

 

όπου 
1 2 ...ˆ vX X Xp X

v
  

  . 

Προσοχή: το παραπάνω είναι προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης; 
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Παράδειγμα 18.5 

Σε ένα τυχαίο δείγμα 1000 φοιτητών, οι 700 φοιτητές δήλωσαν ότι είναι 
καπνιστές. Ποιο είναι το 95% προσεγγιστικό δ.ε. για την πιθανότητα 
κάποιος να είναι καπνιστής.  
Πως μπορούμε να βρούμε το αντίστοιχο προσεγγιστικό δ.ε. για την 
πιθανότητα κάποιος να μην είναι καπνιστής.  
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Για το 95% δ.ε. έχουμε 

1 2
/2 0.025

... 700ˆ 0.7, 1000, 0.05, 1.96
1000

v
a

X X Xp v a z z
v

  
       . 

Άρα 

/2 /2

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )ˆ ˆ0.6716, 0.7284a a

p p p pp z p z
v v
 

   

και το 95% για την p είναι 

[0.6716,0.7284]  

ενώ για το 1-p , το 95% είναι (γιατί;) 

[1 0.7284,1 0.6716] [0.2716,0.3284]   . 
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Παράδειγμα 18.6 

Σε ένα τυχαίο δείγμα 500 ατόμων, οι 200 δήλωσαν ότι συμφωνούν με τις 
θέσεις ενός κόμματος για την οικονομία και οι υπόλοιποι όχι. Ποιο είναι 
το 90% προσεγγιστικό δ.ε. για την πιθανότητα κάποιο άτομο στον 
πληθυσμό, να συμφωνεί με τις θέσεις του παραπάνω κόμματος για την 
οικονομία; 
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Για το 90% δ.ε. έχουμε 

1 2
/2 0.05

... 200ˆ 0.4, 500, 0.10, 1.64
500

v
a

X X Xp v a z z
v

  
       . 

Άρα 

/2 /2

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )ˆ ˆ0.3641, 0.4359a a

p p p pp z p z
v v
 

    . 
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Παράδειγμα 18.7 

Σε 300 όμοιες κατασκευές έγινε ανεξάρτητα ένα τεστ αντοχής και οι 50 
από αυτές παρουσίασαν σοβαρές αλλοιώσεις (και οι υπόλοιπες όχι). 
Ποιο είναι το 99% προσεγγιστικό δ.ε. για την πιθανότητα μια τέτοια 
κατασκευή να παρουσιάσει σοβαρές αλλοιώσεις κάτω από παρόμοιες 
επιβαρύνσεις; 
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Για το 99% δ.ε. έχουμε 

1 2
/2 0.005

... 50ˆ 0.167, 300, 0.01, 2.57
300

v
a

X X Xp v a z z
v

  
       . 

Άρα 

/2 /2

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )ˆ ˆ0.1114, 0.2220a a

p p p pp z p z
v v
 

    . 




